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东城区 2023—2024 学年度第一学期期末统一检测 

         高三数学参考答案及评分标准       2024.1 

一、选择题（共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

（1）C （2）D  （3）C （4） D       （5） B 

（6） A （7）C   （8）B （9） A       （10）D 

二、填空题（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

（11）( ) ( )0,1 1, +          （12）  2y x=    2 6      （13） 
π

3
 (答案不唯一 ) 

（14）① 2−     ② ( , 1 −-    （15）②③ 

三、解答题（共 6 小题，共 85 分） 

（16）（共 14 分） 

解：（Ⅰ）取 1 1AC 中点G ，连接 ,FG AG .                                 

在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 

因为 , ,E F G 分别为 1 1 1 1,A CB B AC， 的中点， 

所以 1 1 1 1,AE B GFA A B , 1 1

1
=

2
AGF B , 1 1

1

2
A AE B= . 

所以GF AE ，GF AE= . 

所以四边形 EFGA 为平行四边形， 

所以 EF AG . 

又因为 EF 平面 1 1ACC A ， AG 平面 1 1ACC A ， 

所以 //EF 平面 1 1ACC A .                          ................................6 分 

（Ⅱ）在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中, 1BB ⊥平面 ABC . 

而 BA平面 ABC ， BC 平面 ABC ， 

所以 1BB BA⊥ ， 1BB BC⊥  

因为 90ABC = ， BA BC⊥ ， 

所以 BA BC， , 1BB 两互相垂直. 

如图，建立空间直角坐标系 B xyz− .  

则 A（0，2，0）， B（0，0，0），C（2，0，0）， E（0，1，0）， F（1，0，2）. 

设  0 0,2P m m（0，， ）, ， 

则 ( )0, 2,AP m= − ， ( )0,1,0BE = ， ( )1,0,2BF =  .             

设平面 BEF 的一个法向量为 ( ), ,x y z=n ， 
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所以
0,

0,

BE

BF

n

n

  =


 =
即

0,

2 0.

y

x z

=


+ =
 

设 1z = − ，则 ( )2,0, 1n = −  

设 AP与平面 BEF 所成的角为 ， 

则
2 2

1
sin cos ,

55 2)

AP m
AP

AP m

n
n

n


 −
=   = = =

 − +（
．   

解得 2 1, 1m m= =  .因为  0,2m ，所以 1m = . 

于是， 1BP = .                  ..............................................................................14 分 

（17）（本小题 13 分） 

解：（Ⅰ）在 ABC△ 中,由余弦定理得 

2 2 2

cos
2

BC AB AC
B

BC AB

+ −
=



 

又因为 4BC = ， 13AC = ， 1AB = ， 

所以 cos B
2 2 24 1 ( 13) 1

2 4 1 2

+ −
= =

 
. 

又 ( )0, πB ,所以
π

3
B = .         ......................................... ...........................5 分 

（II）选择条件①：
π

4
ADB = .  

在 ADB△ 中，由正弦定理 
sin sin

AD AB

B ADB
=


，得 

1

3 2

2 2

AD
=

， 

所以
6

2
AD = . 

所以 sin sin( )BAD B ADB =  +  

sin cos cos sinB ADB B ADB=  +   

3 2 1 2

2 2 2 2
=  +   

6 2

4

+
= . 

 

所以
1

sin
2

ABDS AB AD BAD =   . 

1 6 6 2
1

2 2 4

+
=     

3 3

8

+
=  .              ......................................................................13 分 
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选择条件③：由余弦定理 2 2 2 2 cosAD AB BD AB BD B= + −  , 3 3AB BD AD+ + = , 

得 ( )
2

22 3 1BD BD BD+ − = + − ， 

解得 2BD = ，  

所以
1 1 3 3

sin 1 2
2 2 2 2

ABDS AB BD B =  =    = .   ........................ ...............13 分
 

(18)（本小题 13 分） 

解：（Ⅰ）由表格中的数据可知： 

2022 年 100 名参加第一次考试的考生中有 60 名通过考试，所以估计考生第一次考试

通过的概率为
5

3

100

60
= ； 

2023 年 100 名参加第一次考试的考生中有 50 名通过考试，所以估计考生第一次考试

通过的概率为
2

1

100

50
= ； 

从 2022 年、2023 年第一次参加考试的考生中各随机抽取一位考生，这两位考生都

通过考试的概率为 
10

3

2

1

5

3
=  .             .......................................................4 分 

（Ⅱ）记“2022 年考生在第 i 次考试通过”为事件 1,2,3)iA i =（ ， 

“小明 2022 年参加考试，他通过不超过两次考试该科目成绩合格”为事件 A， 

则 1 2 3

3 70 7 80 4
( ) , ( ) , ( ) .

5 100 10 100 5
P A P A P A= = = = =  

小明一次考试该科目成绩合格的概率 1

3
( )

5
P A = ， 

小明两次考试该科目成绩合格的概率 

1 2

3 7 7
( ) 1

5 10 25
P A A = −  =（ ） ， 

所以小明不超过两次考试该科目成绩合格的概率 

1 1 2 1 1 2

3 7 22
( ) ( ) ( ) ( )

5 25 25
P A P A A A P A P A A= = + = + =  .      ................................10 分 

（III）88.             .................................................................................... .........13 分 

 

（19）（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）由题意得 

2 2 2

2 3,

2 3,

,a b c

a c

a c






= +

+ = +

− =



−         

解得

2,

1,

3.c

a

b



=

=

=





 

所以椭圆C 的标准方程为
2

2 1
4

x
y+ = .      ............... ...............................................5 分 
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（Ⅱ）证明：由（Ⅰ）得， ( )2,0A − , ( )2,0B .  

设 ( ),M m n ，则 ( ),N m n− ，且满足 2 24 4m n+ = . 

因为 E 为线段OM 的中点，所以 ,
2 2

m n
E
 
 
 

. 

所以直线 ( ): 2
4

n
AE y x

m
= +

+
. 

设 ( )1 1,D x y , 

由
( )

2 2

2
4

4 4

n
y x

m

x y


= +

+
 + =

 得 ( ) ( )
2 22 2 2 24 4 16 16 4 4 0m n x n x n m + + + + − + =

  . 

因为 2 24 4m n+ = ，所以 ( ) 2 2 22 5 (4 ) (2 8 12) 0m x m x m m+ + − − + + = . 

所以
2

1

2 8 12
2

2 5

m m
x

m

+ +
− = −

+
， 解得

2

1

4 6

2 5

m m
x

m

+ +
=

+
，则

( )
1

4

2 5

n m
y

m

+
=

+
， 

所以
( )2 44 6

,
2 5 2 5

n mm m
D

m m

+ + +
 

+ + 
.  

因为G 为线段MB的中点，所以
2

,
2 2

m n
G

+ 
 
 

. 

所以直线GN 的方程为 ( )
3

2

n
y n x m

m
+ = − −

−
， 

代入 D 点坐标，得 

左式=
( ) ( )4 3 3

2 5 2 5

n m n m
n

m m

+ +
+ =

+ +
， 

右式=

23 4 6

2 2 5

n m m
m

m m

 + +
− 

− + 

( )3 3

2 5

n m

m

+
=

+
. 

所以左式=右式. 

所以 , ,D G N 三点共线．            .................................................... .......................15 分 

（20）（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）若 1k = ，则 1
( )

1

xx
f x e

x

−
= −

+
， 

所以 2

2
'( )

( 1)

xf x e
x

= −
+

， 

所以 0

2

2
'(0) 1

(0 1)
f e= − =

+
， 

又因为 00 1
(0) 2

0 1
f e

−
= − = −

+
， 

所以曲线 ( )y f x= 在 (0, (0))f 处的切线方程为 ( 2) ( 0)y x− − = − ， 
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即 2y x= − .                ............. .......................................................................6 分  
                                                

 

 （Ⅱ）若1 2k  ，因为
2

2
'( )

( 1)

xf x ke
x

= −
+

， 

设函数
2

2
( )

( 1)
= −

+

xg x ke
x

， 

则
3

4
'( ) 0

( 1)
= − − 

+

xg x ke
x

( (0 ))x +，  

    所以
2

2
'( )

( 1)
= −

+

xf x ke
x

为 (0 )+， 上的减函数. 

当时1 2k  时，
0

2

2
'(0) 2 0

(0 1)
f ke k= − = − 

+
，  

1 1 1

2 2 2

2

1 2 8 8
'( ) 0

12 9 9
( 1)
2

f ke ke e= − = −  − 

+

，  

所以存在 0

1
(0, )

2
x  ，使得 0'( ) 0=f x ，即

0

2

0

2
0

( 1)
− =

+

x
ke

x
. 

当 x 变化时有 

x  
 0(0, )x  0x  0( , )+x  

'( )f x  + 0 −  

( )f x  ↗ 极大值 ↘ 

   所以当1 2k  时，函数 ( )y f x= 在 (0 )+， 上有极大值. 

 00
0

0

1
( )

1

−
= = −

+

xx
m f x ke

x
， 

由
0

2

0

2
0

( 1)
− =

+

x
ke

x
，得

0

2

0 0

1 2

1 ( 1)

−
= −

+ +

x
m

x x 2

0 0

2 2
1

( 1) 1x x
= − − +

+ +
. 

  因为 0 0x  ，所以 ( )
0

1
0,1

1x


+
. 

  得 3 1−  m .                      ..................................................15 分 

(21)（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）由于数列 2 32 2 6A a a−： ， ， ，，具有性质 cP ， 

所以 1 5 2 6 4a a c+ = − + = = . 
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由 2 4 4a a+ = 以及 4 2a = ，得 2 2a = . 

由 3 3 4a a+ = ，得 3 2a = .                               
 .....................4 分 

（Ⅱ）由于数列 A具有性质 0P ，且 1 2 na a a   ，n为奇数，令 2 1n k= + ，可得 1 0ka + = ，

设 1 2 1 2 3 2 10k k k k ka a a a a a a+ + + +    =    
.
 

由于当 0 (1 )i ja a i j n  ， ， 时，存在正整数 k ，使得 j i ka a a− = ， 

所以 3 2 4 2 5 2 2 1 2k k k k k k k ka a a a a a a a+ + + + + + + +− − − −， ， ， ， 这 1k − 项均为数列 A 中的项, 

且 3 2 4 2 5 2 2 1 2 2 10 k k k k k k k k ka a a a a a a a a+ + + + + + + + + −  −  −   −  ，因此一定有 

3 2 2 4 2 3 5 2 4 2 1 2 2k k k k k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a+ + + + + + + + + + +− = − = − = − =， ， ， ， ， 

即： 3 2 2 4 3 2 5 4 2 2 1 2 2k k k k k k k k k k k ka a a a a a a a a a a a+ + + + + + + + + + +− = − = − = − =， ， ， ， ， 

这说明： 2 3 2 1k k ka a a+ + +， ， ， 为公差为 2ka + 的等差数列，再由数列 A具有性质 0P ，以及

1 0ka + = 可得，数列 A为等差数列.          ..................................................................9 分 

（III）（1）当 *4 2( )n k k= + N 时， 

设 1 2 2 1 2 2 +1 2 2 2 +3 2 4 4 +1 4 2: k k k k k k k kA a a a a a a a a a a− + + +， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， . 

由于此数列具有性质 cP ，且满足 2 1 2 2k ka a m+ ++ = , 

由 2 1 2 2k ka a m+ ++ = 和 2 1 2 2k ka a c+ ++ = 得 c m=  . 

① c m= 时，不妨设 1 2a a m+ = ，此时有： 2 1a m a= − ， 4 1 1ka a+ = ，此时结论成立. 

② c m= − 时，同理可证. 

所以结论成立. 

(2)当 *4 ( )n k k= N 时，不妨设 0 1c m= =， . 反例如下： 

2 2 1 2 2 2 3 1 1 2 2 3 2 2 2 1 2k k k k k k k k− − − + − − − + − − +， ， ， ， ，， ，， ， ， ， ， . 

(3)当 *2 3( )n k k= + N 时，不妨设 0 1c m= =， . 反例如下： 

1 1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1 0 1 2 ( 1) ( 1)k k k kk k k k+ − −−  + −  −  − − − −  −， ， ， ， ，，， ， ， ，

1( 1) ( 1) ( 1)k kk k−−  −  +，   
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综上所述， *4 2( )n k k= + N 符合题意.              ...........................................15 分.
 


