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2023北京交大附中高一 12月月考 

数    学 

2023.12 

说明：本试卷共 4页，共 120分.考试时长 90分钟. 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4分，共 40分.） 

1. 已知命题 : 0p x  ， 25 4 1 0x x− +  ，则命题 p的否定为（    ） 

A. 0x  ， 25 4 1 0x x− +   B. 0x  ， 25 4 1 0x x− +   

C. 0x  ， 25 4 1 0x x− +   D. 0x  ， 25 4 1 0x x− +   

2. 设集合  3 3xA x=  ，  2 3 0B x x x= −  ，则 A B =（    ） 

A. ( )1,3  B.  )1,3  

C. ( )0,3  D.  )0,3  

3. 以下函数既是偶函数又在 (0, )+ 上单调递减的是（    ） 

A. 
4( )f x x=  B. ( )f x x=  

C. 
1

( )
2

x

f x
 

=  
 

 D. 1

2

( ) logf x x=  

4. 已知 x y ，则下列不等式一定成立的是（    ） 

A. 
3 3x y  B. 

1 1

x y
  

C. 2 2x y− −  D. ( ) ( )2 2lg 1 lg 1x y+  +  

5. 函数 ( )lg 1y x= − 的图象是（    ） 

A.  B.   

C.  D.  

6. 已知 ( )f x 是定义域为R的奇函数，当 0x  时， ( )f x 单调递增，且 ( )4 0f = ，则满足不等式

( )1 0x f x −  的 x的取值范围是（    ） 
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A. ( )3,1−  B. ( )1,5  C. ( ) ( )3,0 1,5−  D. ( ) ( ), 3 1,5− −  

7. 已知函数
2 , 1

( )
, 1

x a x
f x

x a x

 − 
= 

− + 
，则“函数 ( )f x 有两个零点”成立的充分不必要条件是a 

A. (0, 2]  B. (1, 2]  C. (1, 2)  D. (0,1]  

8. 在一个不透明的袋子里装有四个小球，球上分别标有 6，7，8，9 四个数字，这些小球除数字外都相同.

甲、乙两人玩“猜数字”游戏，甲先从袋中任意摸出一个小球，将小球上的数字记为 m，再由乙猜这个小球

上的数字，记为 n.如果 m，n满足 1m n−  ，那么就称甲、乙两人“心领神会”，则两人“心领神会”的概率

是（    ） 

A. 
1

4
 B. 

3

8
 C. 

1

2
 D. 

5

8
 

9. 函数 ( )2

1

3

log 3y x ax= − + 在[1, 2]上恒为正数，则实数 a的取值范围是（    ） 

A. 2 2 2 3a   B. 
7

2 2
2

a   

C. 
7

3
2

a   D. 3 2 3a   

10. 形如 22 1
n

+ (n是非负整数)的数称为费马数，记为 .nF 数学家费马根据 0 1 2 3, , , ,F F F F
4F 都是质数提出了猜

想:费马数都是质数.多年之后，数学家欧拉计算出 5F 不是质数，那 5F 的位数是（    ） 

(参考数据: lg2≈0.3010 ) 

A. 9 B. 10 C. 11 D. 12 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 4分，共 20分，把答案填在题中横线上） 

11. 函数 ( )2lg 5 4y x x= − + 的定义域为__________. 

12. 某高中学校进行问卷调查，用比例分配的分层随机抽样方法从该校三个年级中抽取 36 人进行问卷调

查，其中高一年级抽取了 15 人，高二年级抽取了 12 人，且高三年级共有学生 900 人，则该高中的学生总

数为__________人. 

13. 令 0.76a = ， 60.7b = ， 0.7log 6c = ，则三个数a，b ， c的大小顺序是______.（用“<”连接） 

14. 为了解本书居民的生活成本，甲、乙、丙三名同学利用假期分别对三个社区进行了“家庭每月日常消费

额”的调查.他们将调查所得的数据分别绘制成频率分布直方图（如图所示），记甲、乙、丙所调查数据的标

准差分别为 1s ， 2s ， 3s ，则它们的大小关系为______.（用“<”连接） 
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15. 如图，在等边三角形 ABC中， AB=6.动点 P从点 A出发，沿着此三角形三边逆时针运动回到 A点，记

P运动的路程为 x，点 P到此三角形中心 O距离的平方为 f(x)，给出下列三个结论： 

 

①函数 f(x)的最大值为 12； 

②函数 f(x)的图象的对称轴方程为 x=9； 

③关于 x的方程 ( ) 3f x kx= + 最多有 5 个实数根. 

其中，所有正确结论的序号是____. 

三、解答题（本大题共 5小题，共 60分.解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤） 

16. 已知集合
2

1
3

A x
x

 
=  

− 
，  2 2 1,B x m x m m= −   + R . 

（1）当 6m = 时，求集合 A B ； 

（2）若 A B B= ，求实数m 的取值范围. 

17. 已知函数 ( ) 2 2f x x= + . 

（1）求函数 ( )f x 的定义域和值域； 

（2）求函数 ( )f x 在区间 ( ), 1t t t+ R 上的最小值. 

18. 在新高考背景下，北京高中学生需从思想政治､历史､地理､物理､化学､生物这 6 个科目中选择 3 个科目

学习并参加相应的等级性考试.为提前了解学生的选科意愿，某校在期中考试之后，组织该校高一学生进行

了模拟选科.为了解物理和其他科目组合的人数分布情况，某教师整理了该校高一（1）班和高一（2）班的

相关数据，如下表： 

 物理+化学 物理+生物 物理+思想政治 物理+历史 物理+地理 

高一（1）班 10 6 2 1 7 

高一（2）班. 15 9 3 1 6 

其中高一（1）班共有 40 名学生，高一（2）班共有 38 名学生.假设所有学生的选择互不影响. 

（1）从该校高一（1）班和高一（2）班所有学生中随机选取 1 人，求此人在模拟选科中选择了“物理+化

学”的概率； 

（2）从表中选择“物理+思想政治”的学生中随机选取 2 人参加座谈会，求这 2 人均来自高一（2）班的概
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率； 

（3）该校在本学期期末考试之后组织高一学生进行了第二次选科，现从高一（1）班和高一（2）班各随

机选取 1 人进行访谈，发现他们在第二次选科中都选择了“物理+历史”.根据这一结果，能否认为在第二次

选科中选择“物理+历史”的人数发生了变化？说明理由. 

19. 已知函数 ( )
2

log
2

a

x
f x

x

−
=

+
（ 0a  且 1a  ）． 

（1）求 ( )f x 的定义域； 

（2）若当 2a = 时，函数 ( ) ( )g x f x b= − 在 ( )2,+ 有且只有一个零点，求实数b 的范围； 

（3）是否存在实数 a，使得当 ( )f x 的定义域为 ,m n 时，值域为 1 log ,1 loga an m+ + ，若存在，求出

实数 a的范围；若不存在，请说明理由． 

20. 对于函数 ( )f x ，若在定义域内存在实数 0x ，且 0 0x  ，满足 ( ) ( )0 0f x f x− = ，则称 ( )f x 为“弱偶

函数”.若在定义域内存在实数 0x ，满足 ( ) ( )0 0f x f x− = − ，则称 ( )f x 为“弱奇函数”. 

（1）判断函数 ( )
3

1
, 0

, 0

x
f x x

x x




= 
 

是否为“弱奇函数”或“弱偶函数”；（直接写出结论） 

（2）已知函数 ( ) ( )2 1g x x x= − + ，试判断 ( )g x 为其定义域上的“弱奇函数”，若是，求出所有满足

( ) ( )0 0g x g x− = − 的 0x 的值，若不是，请说明理由； 

（3）若 ( )
2 , 4

3, 4

x mx x
h x

x x

 − 
= 

+ 
为其定义域上的“弱奇函数”.求实数m 取值范围. 
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参考答案 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4分，共 40分.） 

1. 【答案】C 

【分析】根据全称量词命题的否定为存在量词命题易求. 

【详解】根据全称量词命题的否定为存在量词命题知： 

命题 : 0p x  ， 25 4 1 0x x− +  的否定为： 0x  ， 25 4 1 0x x− +  . 

故选：C 

2. 【答案】A 

【分析】先化简集合 A，B，再根据集合的运算得解. 

【详解】由3 3x  ，即 13 3x  ，因为 3xy = 是R 上的单调递增函数， 

所以 1x  ，  1A x x =  ； 

又 2 3 0x x−  ，解得0 3x  ， 

 0 3B x x =   ； 

( )1,3A B  = . 

故选：A. 

3. 【答案】D 

【分析】 

利用奇偶性的定义和指数函数、对数函数、幂函数的性质，对选项逐一判断即可. 

【详解】选项 A 中， 4( )f x x= ，满足 ( )
4 4( ) ( )f x x x f x− = − = = ， ( )f x 是偶函数，但由幂函数性质知

4( )f x x= 在 (0, )+ 上单调递增，故不符合题意； 

选项 B 中，由幂函数性质知， ( )f x x= 在定义域 )0, + 内单调递增， 0x  无意义，故不具有奇偶性，

不符合题意； 

选项 C 中，由指数函数性质可知，
1

( )
2

x

f x
 

=  
 

在 R上单调递减，但
1

( ) ( )
2

2x

x

f x f x

−

 
− =  

 
=  ，故不

是偶函数，不符合题意； 

选项 D 中， 1

2

( ) logf x x= 定义域 ( ) ( ),0 0,−  + ，满足 1 1

2 2

( ) log log ( )f x x x f x− = − = = ，故 ( )f x

是偶函数，当 0x  时， 1

2

( ) logf x x=
，由对数函数性质可知， 1

2

( ) logf x x=
在 (0, )+ 上单调递减，故

1

2

( ) logf x x= 符合题意. 

故选：D. 

4. 【答案】A 
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【分析】根据不等式的性质，幂函数，指数函数和对数函数的性质判断． 

【详解】对 A，根据幂函数 3y x= 在R 上单调递增得 x y 时， 3 3x y ，故 A 正确； 

对 B，当 0x y  时，
1 1

x y
 ，B 错； 

对 C， x y ，则 x y−  − ，根据指数函数 2xy = 在R 上单调递增得 2 2x y− − ，故 C 错误； 

对 D， x y 时，例如， 2, 1x y= − = ， 

则 2 21 1x y+  + ，根据对数函数 lgy x= 在 ( )0, + 上单调递增， 

则 ( ) ( )2 2lg 1 >lg 1x y+ + ，因此 D 错； 

故选：A． 

5. 【答案】C 

【分析】将函数 lgy x= 的图象进行变换可得出函数 ( )lg 1y x= − 的图象，由此可得出合适的选项. 

【详解】将函数 lgy x= 的图象先向右平移1个单位长度，可得到函数 ( )lg 1y x= − 的图象， 

再将所得函数图象位于 x轴下方的图象关于 x轴翻折，位于 x轴上方图象不变，可得到函数 ( )lg 1y x= −

的图象. 

故合乎条件的图象为选项 C 中的图象. 

故选：C. 

【点睛】结论点睛：两种常见的图象翻折变换： 

( ) ( )x x xf x f x⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→保留 轴上方，将 轴下方的图象沿 轴对称
， 

( ) ( )y y yf x f x⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→保留 轴右方图像，将 轴右方图象沿着 轴对称
. 

6. 【答案】C 

【分析】由奇函数的定义和单调性的性质，即可求解不等式． 

【详解】因为 ( )f x 是定义在 R 上的奇函数， 0x  时， ( )f x 单调递增，且 ( )4 0f = ， 

所以当 ( ) ( ), 4 0,4x − −  时， ( ) 0f x  ， 

当 ( ) ( )4,0 4,x −  + 时， ( ) 0f x  ， 

不等式 ( )1 0x f x −  ，则 

当 0x  时，有 ( )1 0f x −  ，即 4 1 0x−  −  或 1 4x −  ，解得 3 1x−   或 5x  ，又 0x  ，

3 0x−   ； 

当 0x  时，有 ( )1 0f x −  ，即 1 4x −  − 或0 1 4x −  ，又 0x  ，解得1 5x  ； 

综上，不等式 ( )1 0x f x −  的解集为 ( ) ( )3,0 1,5− . 

故选：C. 
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7. 【答案】C 

【分析】根据 ( )f x 单调性，结合已知条件，求得 ( )f x 有两个零点的充要条件，再结合选项进行选择即

可. 

【详解】
2 , 1

( )
, 1

x a x
f x

x a x

 − 
= 

− + 
 

( )f x 在 ,1（- ）上单调递增，在 1 +（ ， ）上单调递减． 

故“函数 ( )f x 有两个零点” (1) 2 0, 0, (1) 1 0f a a f a = −  −   − +  ，  

解得1 2a  ， 

“函数 ( )f x 有两个零点”成立的充分不必要条件必须为 (1, 2]的子集，只有 C 符合， 

故选：C． 

【点睛】本题考查充分不必要条件的判断，涉及由函数零点个数求参数范围问题，属综合基础题. 

8. 【答案】D 

【分析】根据古典概型的计算公式，结合绝对值不等式进行求解即可. 

【详解】根据题意，m，n的情况如下： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6,6 , 6,7 , 6,8 , 6,9 , 7,6 , 7,7 , 7,8 , 7,9 ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8,6 , 8,7 , 8,8 , 8,9 , 9,6 , 9,7 , 9,8 , 9,9 , 共 16 种情况， 

其中 m，n满足 1m n−  的情况如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6,6 , 6,7 , 7,6 , 7,7 , 7,8 , 8,7 , 8,8 , 8,9 , 9,8 , 9,9 , 共 10 种情况， 

所以两人“心领神会”的概率是
10 5

16 8
， 

故选：D 

9. 【答案】D 

【分析】根据底数是
1

3
，

2

1

3

( ) log ( 3)y f x x ax= = − + 在[1, 2] 上恒为正数，故 20 3 1x ax − +  在[1, 2] 上恒

成立，进而解不等式就可以了． 

【详解】解：由于底数是
1

3
，从而

2

1

3

( ) log ( 3)y f x x ax= = − + 在[1, 2]上恒为正数， 

故 20 3 1x ax − +  在[1, 2]上恒成立， 

即
2 3

x a x
x x

+   +  

由于 [1,2]x ，
3 3

2 2 3x x
x x

+   = 当且仅当
3

x
x

= 即 3x = 时取等号； 

由对勾函数的性质可知，函数 ( )
2

g x x
x

= + 在 1, 2 
 上单调递减，在 2, 2 

 上单调递增，且

( ) ( )1 2 3g g= =  
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所以3 2 3a  ． 

故选：D ． 

【点睛】本题主要考查对数型函数，一元二次函数值域问题，属于中档题． 

10. 【答案】B 

【分析】 

32

5 2 1F ,设 322m ,两边取常用对数估算m 的位数即可. 

【详解】
32

5 2 1F ,设 322m ，则两边取常用对数得 

32lg lg 2 32lg 2 32 0.3010 9.632m . 

9.632 910 10m ， 

故 5F 的位数是 10， 

故选：B． 

【点睛】解决对数运算问题的常用方法： 

(1)将真数化为底数的指数幂的形式进行化简． 

(2)将同底对数的和、差、倍合并． 

(3)利用换底公式将不同底的对数式转化成同底的对数式，要注意换底公式的正用、逆用及变形应用． 

(4)利用常用对数中的 lg 2 lg 5 1+ = 简化计算. 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 4分，共 20分，把答案填在题中横线上） 

11. 【答案】 ( ) ( )4, ,1+  −  

【分析】利用对数函数真数大于零，解不等式即可求得结果. 

【详解】由对数函数定义可得 2 5 4 0x x− +  ，解得 >4x 或 1x  ， 

所以函数定义域为 ( ) ( )4, ,1+  − . 

故答案为： ( ) ( )4, ,1+  −  

12. 【答案】3600  

【分析】根据分层抽样的抽样比即可求解. 

【详解】由题意可知：高三年级抽取了36 15 12 9− − = 人， 

由于高三共有 900 人，所以抽样比为
1

100
， 

所以高中学生总数为36 100 3600 = ， 

故答案为：3600  

13. 【答案】 c b a   

【分析】根据指数函数和对数函数单调性，结合临界值0,1即可确定大小关系. 

【详解】
0.7 0 0 0.6

0.7 0.76 6 1 0.7 0.7 0 log 1 log 6 = =   =  ， c b a   . 
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故答案为： c b a  . 

14. 【答案】 2 3 1s s s   

【分析】根据平均数公式及方差公式分别计算
2

1s 、
2

2s 、
2

3s ，即可判断； 

【详解】由图甲：平均值为

( )1 500 1250 0.0006 1750 0.0004 2250 0.0002 2750 0.0002 3250 0.0006x =  +  +  +  +  2200= ， 

2 2 2 2

1 (1250 2200) (1750 2 1200) (2250 2200)0.3 0.2 0.s = − +  + − −  

2 2)0.1 0.3(2750 2200) (3250 2200+ − − +  

672500= ， 

2 1250 0.1 1750 0.2 2250 0.4 2750 0.2 3250 0.1x =  +  +  +  +  2250= ， 

2 2 2 2

2 (1250 2250) (1750 2 4250) (2250 2250)0.1 0.2 0.s = − +  + − −  

2 2)0.2 0.1(2750 2250) (3250 2250+ − − +  

300000= ， 

3 1250 0.2 1750 0.2 2250 0.3 2750 0.2 3250 0.1x =  +  +  +  +  2150= ， 

2 2 2 2

3 (1250 2150) (1750 2 3150) (2250 2150)0.2 0.2 0.s = − +  + − −  

2 2)0.2 0.1(2750 2150) (3250 2150+ − − +  

390000= ， 

则标准差 2 3 1s s s  ， 

故答案为： 2 3 1s s s  . 

15. 【答案】①② 

【分析】 

写出 P 分别在 , ,AB BC CA上运动时的函数解析式
2

( )f x OP= ，利用分段函数图象可解. 

【详解】  

P 分别在 AB 上运动时的函数解析式
2 2( ) 3 ( 3) , (0 6)f x OP x x= = + −   ， 

P 分别在 BC 上运动时的函数解析式
2 2( ) 3 ( 9) , (6 12)f x OP x x= = + −   ， 
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P 分别在CA 上运动时的函数解析式
2 2( ) 3 ( 15) , (12 18)f x OP x x= = + −   ， 

2

2 2

2

3 ( 3) , (0 6)

( ) | | 3 ( 9) , (6 12)

3 ( 15) , (12 18)

x x

f x OP x x

x x

 + −  


= = + −  
 + −  

， 

 

由图象可得，方程 ( ) 3f x kx= + 最多有6个实数根 

故正确的是①②. 

故答案为：①② 

【点睛】利用函数图象可以解决很多与函数有关的问题，如利用函数的图象解决函数性质问题，函数的零

点、方程根的问题，有关不等式的问题等.解决上述问题的关键是根据题意画出相应函数的图象，利用数形

结合思想求解. 

三、解答题（本大题共 5小题，共 60分.解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤） 

16. 【答案】（1） { 3 13}A B x x=  ∣      

（2） ( ), 3− −  

【分析】（1）直接代入计算，再根据并集含义即可； 

（2）分集合 B 是否为空集讨论即可. 

【小问 1 详解】 

由集合 A有意义可知分母不为零， 3x  , 

( )( )
2 2 2 3

1 1 0 0 5 3 0
3 3 3 3

x
x x

x x x x

−
  −   −   − − 

− − − −
 

解得 { 3 5}A x x=  ∣ .  

当 6m = 时，  4 13B x x=  ∣ ， 

则 { 3 13}A B x x=  ∣  

【小问 2 详解】 

由 A B B= ，得 B A . 

当 B = 时，有 2 2 1m m−  + ，解得 3m  − . 



 

第11页/共15页 
 

当 B   时，有

3

2 3

2 1 5

m

m

m

 −


− 
 + 

，无解. 

综上， ( ), 3m − − . 

17. 【答案】（1） 定义域为R ，值域为 )2,+      

（2） 答案见解析 

【分析】（1）根据二次函数的性质可得答案； 

（2）讨论对称轴与区间的关系，结合二次函数性质可得答案. 

【小问 1 详解】 

由题意定义域为R ，因为 2 0x  ，所以 2 2 2x ≥+ ，即值域为 )2,+ . 

【小问 2 详解】 

( )f x 图象的对称轴为 0x = ， 

当 1 0t +  时，即 1t  − 时， ( )f x 在区间 , 1t t + 上单调递减， 

则 ( )f x 在区间 , 1t t + 上的最小值为 ( )
2

( 1) 1 2f t t+ = + + ； 

当 0 1t t  + 时，即 1 0t−   时， ( )f x 在 ),0t 上单调递减，在 ( 0, 1t + 上单调递增， 

则 ( )f x 在区间 , 1t t + 上的最小值为 (0) 2f = ； 

当 0t  时， ( )f x 在区间 , 1t t + 上单调递增， 

( )f x 在区间 , 1t t + 上的最小值为
2( ) 2f t t= + ； 

综上可得 1t  − 时，最小值为 ( )
2

1 2t + + ； 

1 0t−   时，最小值为 2 ； 

0t  时，最小值为 2 2t + . 

18. 【答案】（1）
25

78
     

（2）
3

10
     

（3）答案见解析 

【分析】（1）（2）根据古典概型的概率公式即可求解， 

（3）根据小概率事件即可求解. 

【小问 1 详解】 

依题意得高一（1）班和高一（2）班学生共有 40 38 78+ = 人，即该随机试验的样本空间有 78 个样本点. 

设事件 A = “此人在模拟选科中选择了“物理+化学”， 

则事件A 包含10 15 25+ = 个样本点， 
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所以 ( )
25

78
P A = . 

【小问 2 详解】 

依题意得高一（1）班选择“物理+思想政治”的学生有 2 人，分别记为 1 2,A A ； 

高一（2）班选择“物理+思想政治”的学生有 3 人，分别记为 1 2 3, ,B B B . 

该随机试验的样本空间可以表示为： 

Ω = { 1 2 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 1 2 1 3 2 3, , , , , , , , ,A A A B A B A B A B A B A B B B B B B B } 

即 ( )Ω 10n = . 

设事件 B = “这 2 人均来自高一（2）班”，则  1 2 1 3 2 3, ,B B B B B B B= ， 

所以 ( ) 3n B = ，故 ( )
( )

( )
3

Ω 10

n B
P B

n
= = . 

【小问 3 详解】 

设事件C = “从高一（1）随机选取 1 人，此人在第二次选科中选择了“物理+历史”， 

事件 D “从高一（2）班随机选取 1 人，此人在第二次选科中选择了“物理+历史”， 

事件 E = “这两人在第二次选科中都选择了“物理+历史”. 

假设第二次选科中选择“物理+历史”的人数没有发生变化， 

则由模拟选科数据可知， ( ) ( )
1 1

,
40 38

P C P D= = . 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

40 38 1520
P E P CD P C P D= = =  = . 

答案示例 1：可以认为第二次选科中选择“物理+历史”的人数发生变化.理由如下： 

( )P E 比较小，概率比较小的事件一般不容易发生.一旦发生，就有理由认为第二次选科中选择“物理+历

史”的人数发生了变化. 

答案示例 2：无法确定第二次选科中选择“物理+历史”的人数是否发生变化.理由如下： 

事件 E 是随机事件， ( )P E 虽然比较小，一般不容易发生，但还是有可能发生，所以无法确定第二次选科

中选择“物理+历史”的人数是否有变化. 

19. 【答案】（1） ( ) ( ), 2 2, − −  +      

（2） ( ), 0−      

（3）存在；
3 2 2

0,
2

a
 −

 
 

 

【分析】（1）由
2

0
2

x

x

−


+
可得 ( )f x 的定义域； 
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（2）注意到 ( )
2 4

1
2 2

x
t x

x x

−
= = −

+ +
在 ( )2,+ 上单调递增，则 ( )f x 在 ( )2,+ ，即b 的范围是就是 ( )f x

在 ( )2,+ 上的值域； 

（3）由题可得 0 1a  ，则问题转化为
2

2

x
ax

x

−
=

+
在 ( )2,+ 上有两个互异实根，即可得答案. 

【小问 1 详解】 

由
2

0
2

x

x

−


+
，得 < 2x − 或 2x  ． 

∴ ( )f x 的定义域为 ( ) ( ), 2 2, − −  + ； 

【小问 2 详解】 

令 ( )
2 4

1
2 2

x
t x

x x

−
= = −

+ +
， 

因函数
4

2
=

+
y

x
在 ( )2,+ 上单调递减，则 ( )t x 在 ( )2,+ 上为增函数， 

又 2a = ，∴ ( )f x 在 ( )2,+ 上为增函数；函数 ( ) ( )g x f x b= − 在 ( )2,+ 有且只有一个零点， 

即 ( )f x b= 在 ( )2,+ 有且只有一个解，∵函数 ( )f x 在 ( )2,+ 的值域为 ( ), 0− ， 

∴b 的范围是 ( ), 0− ． 

【小问 3 详解】 

假设存在这样的实数 a，使得当 ( )f x 的定义域为 ,m n 时，值域为 1 log ,1 loga an m+ + ， 

由m n 且1 loga n+ 1 loga m + ，可得 0 1a  ． 

又由（2） ( )
4

1
2

t x
x

= −
+

在 ( )2,+ 上为增函数， logay x= 在 ( )2,+ 上为减函数. 

则 ( )f x 在 ( )2,+ 上为减函数，得

( ) ( )

( ) ( )

2
log 1 log log

2

2
log 1 log log

2

a a a

a a a

m
f m m am

m

n
f n n an

n

−
= = + = +


− = = + =

 +

. 

即
2

2

x
ax

x

−
=

+
在 ( )2,+ 上有两个互异实根，因 ( )22

2 1 2 0
2

x
ax ax a x

x

−
=  + − + =

+
 

即 ( ) ( )2 2 1 2g x ax a x= + − + ，有两个大于 2 的相异零点. 

设 ( )g x 零点为 1 2,x x ，则

( )( )

( )

( )

2

1 2

1 2

2 1 8 0
Δ 0

2 1
4 4

2 2 0
2 2 12

4 0

a a

a
x x

a
x x

a

a a


 − − 

  
− 

+   −  
 − −   −

+ + 


.解得
3 2 2

0
2

a
−

  ． 
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又∵ 0 1a  ，故存在这样的实数
3 2 2

0,
2

a
 −

 
 

符合题意． 

20. 【答案】（1）弱奇函数     

（2） ( )g x 不是其定义域上的“弱奇函数”.     

（3）
15

, 4
4

 
 
 

 

【分析】（1）根据所给定义判断即可； 

（2）对 x分类讨论即可； 

（3）首先由 2 0x mx−  在 )4,+ 上恒成立，求出m 的取值范围，依题意存在实数 0x 使得

( ) ( )0 0h x h x− = − ，分 0 4x  、 04 4x−   、 0 4x  − 三种情况讨论，分别结合方程有解求出m 的取值范

围，即可得解. 

【小问 1 详解】 

当 0x  时，则 0x−  ，若
31

x
x
=

−
，无实数解，舍去； 

若
31

x
x
= −

−
，解得 = 1x − （正舍）， 

当 0x  时，则 0x−  ，若
3 1

x
x

− = ，无实数解，舍去； 

若
3 1

x
x

− = − ，解得 1x = （负舍）， 

则存在实数 0 1x =  ，满足 ( ) ( )0 0f x f x− = − ， 

则 ( )f x 是“弱奇函数”， 

【小问 2 详解】 

假设 ( ) ( )2 1g x x x= − + 为其定义域上的“弱奇函数”，则 ( ) ( )2 1 2 1x x x x− + = + − ， 

若 1x  ，则 ( )( ) ( )( )2 1 2 1x x x x− + = + − ，则 0x = ，舍去； 

若 1 1x−   ，则 ( )( ) ( )( )2 1 2 1x x x x− + = + − ，则 2x =  ，舍去； 

若 1x  − ，则 ( )( ) ( )( )2 1 2 1x x x x− + = + − ，则 0x = ，舍去； 

从而 ( ) ( )0 0g x g x− = − 无解，所以 ( )g x 不是其定义域上的“弱奇函数”. 

【小问 3 详解】 

由 2 0x mx−  在 )4,+ 上恒成立， 

转化为m x 在 )4,+ 上恒成立，即 4m  . 



 

第15页/共15页 
 

因为 ( )
2 , 4

3, 4

x mx x
h x

x x

 − 
= 

+ 
为其定义域上的“弱奇函数”， 

所以存在实数 0x 使得 ( ) ( )0 0h x h x− = − ， 

当 0 4x  时，则 0 4x−  − ，所以 2

0 0 03x x mx− + = − − ，即 2

0 0 03x x mx− = − ， 

所以 ( )
2 2

0 0 03x x mx− = − ， 0 06 9x mx− + = − ， 

即
0

9
6m

x
= − 在 )4,+ 有解可保证 ( )f x 是“弱奇函数"，所以

15
,6

4
m

 
 
 

，又因为 4m  ，所以

15
,4

4
m

 
 
 

； 

当 04 4x−   时， 04 4x−  −  ，此时 ( )0 03 3 0x x− + − − = ，不成立； 

当 0 4x  − 时，则 0 4x−  ，所以 ( )2

0 0 0 3x mx x+ = − + ，则
2 2

0 0 0 06 9x mx x x+ = + + ， 

即 ( ) 06 9m x− = ，即
0

9
6m

x
= + 在 ( , 4− − 有解可保证 ( )f x 是“弱奇函数”， 

所以
15

,6
4

m
 

 
 

，由 4m  可知
15

,4
4

m
 

 
 

； 

综上所述，实数m 的取值范围为
15

,4
4

m
 

 
 

. 

【点睛】关键点睛：本题属于新定义问题，对于新定义问题，关键是理解所给定义，将问题转化为方程有

解，分段函数注意分类讨论. 

 


