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2023北京一零一中高三（上）统练五 

数    学 

一、选择题共 10 小题．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项． 

1. 已知集合  | 1 1P x x= − ≤ ≤ ， | 0
2

x
Q x

x

 
=   

− 
N ，则 P Q =（    ） 

A.  | 0 1x x   B.  | 1 0x x−    

C. 0,1, 2  D.  0,1  

2. 等差数列{ }na 中， 2 3 43 9a a a= + =， ，则 1 6a a 的值为 

A. 14 B. 18 C. 21 D. 27 

3. 在 ABC 中，角 、 、A B C 所对的边分别为a b c、 、 ，已知 3a = ， 6b = ，
3

A


= ,则角 B 等于

（  ） 

A. 
4


 B. 

3

4


 C. 

4


或

3

4


 D. 以上都不对 

4. 将 2cos
3 6

x
y

 
= + 

 
的图象通过平移变换，得到一个奇函数的图像，则这个变换可以是. 

A. 左移
3


个单位 B. 右移

3


个单位 C. 左移 个单位 D. 右移 个单位 

5. 在 ABC 中，“
π

6
A  ”是“

1
sin

2
A  ”的（    ） 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件 

6. 在下列函数中，最小值是 2 的是 

A. 
2

2

x
y

x
= +  B. 

2
( 0)

1

x
y x

x

+
= 

+
 

C. 
1

sin , 0,
sin 2

y x x
x

 
= +  

 
 D. 7 7x xy −= +  

7. 坡屋顶是我国传统建筑造型之一，蕴含着丰富的数学元素．安装灯带可以勾勒出建筑轮廓，展现造型之

美．如图，某坡屋顶可视为一个五面体，其中两个面是全等的等腰梯形，两个面是全等的等腰三角形．若

25m, 10mAB BC AD= = = ，且等腰梯形所在的平面、等腰三角形所在的平面与平面 ABCD的夹角的正

切值均为
14

5
，则该五面体的所有棱长之和为（    ） 
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A. 102m  B. 112m  

C. 117m  D. 125m  

8. 若曲线 ( )
ln x

f x
x

= 存在与直线 y kx= 垂直的切线，则 k的取值范围是（    ） 

A. ( ) ( ),0 0,− +  B. ( )3

1
,0 0,

2e

 
− +
 

 C. ) ( )3e ,0 0,− +


 D. ( ) )3,0 2e ,− +  

9. 如图，在 ABC 中，M，N分别为 AB，AC边上的中点，P是线段MN上的一个动点（不含端点），CP与

AB交于点 D，BP与 AC交于点 E， AD AB= ， AE AC= ，则
1 1

 
+ 的最小值为（    ） 

 

A. 2 B. 4 C. 6 D. 8 

10. 已知等比数列 na 的公比为 q，前 n项和为 nS ，下列结论正确的是（    ） 

A. 若 0q  ，则 na 是递增数列或递减数列 

B.若 1 0a  ， 1 2023a S≥ ，则 ( )1,0q −  

C. 若 2 1q  ，则 M R ，使得 +n N ， nS M  

D.若 2 1 3 0a a a− ≤ ，则 nS 有最大值 

二、填空题共 5 小题． 

11. 设 a R ．若复数 i(1 i)z a= + 为纯虚数，则 =a ________， 2z = ________． 

12. 如图，在正三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， P 是棱 1BB 上一点， 1 2AB AA= = ，则三棱锥 1P ACC− 的体积

为___________. 
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13. 已知角 的终边与单位圆 2 2 1x y+ = 的交点为
3

,
2

P x
 
  
 

，则 sin 2 =  ______． 

14. 已知 1a = ， 2b = ， 1a b = − ，若 a tb+ 与 ta b+ 的夹角为锐角，则实数 t 的取值范围是

____________． 

15. 在正方体 ABCD A B C D−    中，O 为正方形 A B C D   的中心.动点 P 沿着线段CO从点C 向点O 移

动，有下列四个结论： 

①存在点 P ，使得 PA PB =  

②三棱锥 A BDP − 的体积保持不变； 

③ PA B△ 的面积越来越小； 

④线段 A B 上存在点Q ，使得 PQ A B⊥ ，且 PQ OC⊥ . 

其中所有正确结论的序号是______.  

三、解答题共 6 小题．解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程． 

16. 如图，在 ABC 中，D 为 AB 边上一点，且 DA DC= ，已知
4

B


= ， 1BC = . 

 

（1）若 ABC 是锐角三角形，
6

3
DC = ，求角A 的大小； 

（2）若 BCD△ 的面积为
1

6
，求 AB 的长. 

17. 已知函数 ( )
π π

cos 2 tan 1
6 3

f x x x
    

= − − −    
    

． 

（1）求函数 ( )f x 的最大值． 

（2）若方程 ( ) 2f x = − 在 0,m 上恰有 2 个解，求 m的取值范围． 

18. 如图，在三棱柱 ABC− 1 1 1A B C 中， 1CC ⊥平面 ABC，D，E，F，G分别为 1AA ，AC， 1 1AC ， 1BB 的中

点，AB=BC= 5 ，AC= 1AA =2． 
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（1）求证：AC⊥平面 BEF； 

（2）求二面角 B−CD−C1的余弦值； 

（3）证明：直线 FG与平面 BCD相交． 

19. 已知椭圆 C： ( )
2 2

2
1 0

4

x y
a

a
+ =  的焦点在 x轴上，且经过点 (2, 2)E ，左顶点为 D，右焦点为 F． 

（1）求椭圆 C的离心率和 DEF 的面积； 

（2）已知直线 1y kx= + 与椭圆 C交于 A，B两点．过点 B作直线 4y = 的垂线，垂足为 G．判断直线

AG 是否与 y轴交于定点？请说明理由． 

20. 已知函数 ( ) 2e ( 1)axf x x= − . 

（1）若 1a = ，求 ( )f x 在 ( )( )0, 0f 处切线方程； 

（2）求 ( )f x 的极大值与极小值； 

（3）证明：存在实数M ，当 0a  时，函数 ( )y f x M= − 有三个零点. 

21. 对于一个 n 行 n 列的数表 ( 2)n nA n ≥ ，用 ,i ja 表示数表中第 i 行第 j 列的数，其中 ,i ja Z

( , 1,2, , )i j n= ，且数表 n nA  满足以下两个条件： 

① 1,

1

n

j

j

a n
=

= ； 

② 1, 1 ,i j i ja a+ + = ，规定 1, 1 1,1i n ia a+ + += ( 1,2, , 1, 1,2, , )i n j n= − = ． 

（1）已知数表 3 3A  中， 1,1 3a = ， 1,2 1a = − ．写出 1,3a ， 2,2a ， 3,1a 的值； 

（2）若  1,1 1, 1,1 1,1 1,2 1,1 1,max 1, 2, , ( {1,2, , })k na a k a a a a a n k n+ + − = − + − + + −  ，其中max M 表

示数集M 中最大的数．规定 1, 1 1,1na a+ = ．证明： 1, 1 1 0ka + − ≤ ； 

（3）证明：存在 {1,2 , }m n , ，对于任意 {1,2, , }l n ，有 ,1 ,2 ,m m m la a a l+ + + ≤ ．  
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参考答案 

一、选择题共 10 小题．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项． 

1. 【答案】D 

【分析】化简集合Q ，再根据交集的定义计算． 

【详解】由 | 0
2

x
Q x

x

 
=   

− 
N ，则 {0,1}Q = ，则 P Q =  0,1 . 

故选：D 

2. 【答案】A 

【详解】 等差数列 n{a }中， 2 3 4a 3 a a 9= + =， ， 2 2 2 9 1a d a d d + + + =  =   

21 2a a d − ==   

6 2 1 64 7, 14a a d a a= + =  = ，故选 A. 

3. 【答案】A 

【分析】根据正弦定理，求出 sin B 的值，然后根据大边对大角，即可得到结果. 

【详解】由正弦定理
sin sin

a b

A B
= 得， 

6 sin
sin 23sin

3 2

b A
B

a



= = =
 ， 

又因为b a ， 

所以 B A ，故 B为锐角，所以
4

B


= ， 

故选：A. 

4. 【答案】C 

【详解】分析：将函数的对称中心平移至原点即可得函数为奇函数. 

详解：由 2cos
3 6

x
y

 
= + 

 
，令

π
kπ,k Z

3 6 2

x 
+ = +  . 

解得 3kπ,k Zx = +  . 

即对称中心为 ( )3kπ,0 , ?k Z +  . 

只需将 2cos
3 6

x
y

 
= + 

 
左移 个单位可得一个奇函数的图像， 

故选 C. 

点睛：本题主要考查了三角函数的中心对称性和函数的左右平移，属于中档题，难度不大. 

5. 【答案】B 
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【分析】结合正弦函数的性质由
1

sin
2

A  ，可得
π 5π

6 6
A  ，再根据充分条件和必要条件的定义判断即可. 

【详解】在 ABC 中， ( )0, πA ， 

由
1

sin
2

A  ，可得
π 5π

6 6
A  ， 

所以“
π

6
A  ”是“

1
sin

2
A  ”的必要不充分条件. 

故选：B. 

6. 【答案】D 

【详解】A.
2

y
2

x

x
= + ,当 0x  时 y 2 − ，不满足； 

B. 
2 1

y 1 1
1 1

x
x

x x

+
= = + + 

+ +
，当且仅当 0x = 时成立，因为 x>0，故等号不成立，不满足； 

C. y=sin x+
1

sinx
，0<x<

2


，所以 ( )sin 0,1x , y=sin x+

1
2

sinx
 ，不满足； 

D. 7 7 2 7 7 2x x x xy − −= +   = ，当且仅当 0= 时成立，满足， 

故选 D. 

7. 【答案】C 

【分析】先根据线面角的定义求得
5

tan tan
14

EMO EGO =  = ，从而依次求 EO ， EG ， EB ， EF ，

再把所有棱长相加即可得解. 

【详解】如图，过 E 做 EO ⊥平面 ABCD ，垂足为O ，过 E 分别做 EG BC⊥ ， EM AB⊥ ，垂足分别

为G ，M ，连接 ,OG OM ， 

   

由题意得等腰梯形所在的面、等腰三角形所在的面与底面夹角分别为 EMO 和 EGO ， 

所以
5

tan tan
14

EMO EGO =  = . 

因为 EO ⊥平面 ABCD， BC  平面 ABCD，所以 EO BC⊥ ， 

因为 EG BC⊥ ， ,EO EG  平面 EOG ， EO EG E = ， 

所以 BC ⊥平面 EOG ，因为OG 平面 EOG ，所以 BC OG⊥ ，. 

同理：OM BM⊥ ，又 BM BG⊥ ，故四边形OMBG是矩形， 
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所以由 10BC = 得 5OM = ，所以 14EO = ，所以 5OG = ， 

所以在直角三角形 EOG 中， ( )
2

2 2 25 314 9EG EO OG= + = + =  

在直角三角形 EBG 中， 5BG OM= = ， ( )
2

2 2 239 5 8EB EG BG= + = + = ， 

又因为 5 5 25 5 5 15EF AB= − − = − − = ， 

所有棱长之和为 2 25 2 10 15 4 8 117 m +  + +  = . 

故选：C 

8. 【答案】D 

【分析】对 ( ) ( )
ln

0
x

f x x
x

=  求导后根据题意可得
2

1 ln 1x

x k

−
= − 在 ( )0, + 上有解. 令

( ) ( )2

1 ln
0

x
g x x

x

−
=  ，求导判断单调性求得值域，从而可得不等式

3

1 1

2ek
−  − ，求解即可. 

【详解】对 ( ) ( )
ln

0
x

f x x
x

=  求导得 ( ) ( )2

1 ln
0

x
f x x

x

−
 =  ， 

当 0k = 时，曲线 ( )
ln x

f x
x

= 不存在与直线 y kx= 垂直的切线， 

当 0k  时，若曲线 ( )
ln x

f x
x

= 存在与直线 y kx= 垂直的切线， 

只需
2

1 ln 1x

x k

−
= − 在 ( )0, + 上有解. 

令 ( ) ( )2

1 ln
0

x
g x x

x

−
=  ，求导得 ( ) 3

2ln 3x
g x

x

−
 = ， 

所以当
3

20 ex  时， ( ) 0g x  ，当
3

2ex  时， ( ) 0g x  ， 

所以 ( )g x 在

3

20,e
 
 
 

上单调递减，在

3

2e ,
 

+ 
 

上单调递增， 

则 ( )
3

2
3

1
e

2e
g x g

 
 = − 

 
，且当 0x → 时， ( )g x → + ， 

所以
3

1 1

2ek
−  − ，解得 ( ) )3,0 2e ,k  − + ， 

所以 k的取值范围是 ( ) )3,0 2e ,− + . 

故选：D. 

9. 【答案】C 

【分析】设MP tMN= ，则 ( )0,1t ，利用三角形相似得到
1

2

t

t
 =

−

−
，

1

t

t
 =

+
，表达出
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( )
2

1 1 1

1t t 
= +

−
+ ，利用基本不等式求出最值即可. 

【详解】设MP tMN= ，则 ( )0,1t ， 

因为 M，N分别为 AB，AC边上的中点，所以
1

2
MN BC= ， ,AM MB AN NC= = ， 

故
1

2
MP tBC= ， 

因为 DMP ∽ DBC△ ，所以
1

2
DM tBD= ， 

设 BD x= ，则
1 1

,
2 2

DM tx MB x tx= = − ， AD AM DM x tx= − = − ， 

故
1

2 2

AD x tx t

AB x tx t

− −
= =

− −
，故

1

2

t

t
 =

−

−
， 

同理可得 ( )1NP t MN= − ， ( )
1

1
2

NP t BC= − ， 

因为 ENP ∽ ECB ，所以 ( )
1

1
2

EN t EC= − ， 

设 EC y= ，则 ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 , 1 1
2 2 2

EN t y CN y t y t y= − = − − = + ， 

( )1AC t y= + ， ( )1AE t y y ty= + − = ， 

故
1

AE t

AC t
=

+
，

1

t

t
 =

+
， 

则
( )1

1 1 2 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2

1 1 1

t t

t t t t t t t t 

− +
+ = + + + = + + = +

− −
+ =

− −
 

因为 ( )0,1t ，由基本不等式得 ( )
2

1 1
1

2 4

t t
t t

+ − 
−  = 

 
， 

当且仅当 1t t= − ，即
1

2
t = 时，等号成立， 

故
( )

6
1 1 1

2 2 4
1t t 

+ +  + =
−

= . 

故选：C 

10. 【答案】C 

【分析】选项 ABD，举特例数列验证可知错误；选项 C，由前n项和公式，利用不等式性质放缩找到实数

M ，证明即可. 

【详解】选项 A，当 1q = 时，数列 na 为常数列， 
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 na 既不是递增数列，也不是递减数列，故 A 项错误； 

选项 B，当 1 1, 1a q= = − 时， 2023 2022 11 1S S a= + = = ， 

满足条件 1 0a  ， 1 2023a S≥ ，但 ( )1,0q − ，故 B 项错误； 

选项 C，若 2 1q  ，则 1 1q−   且 0q  ， 1 1nq−   ， 

故0 1 2nq −  ，
1

0
1

a

q


−
， 

则 ( )1 11
2(1 )

1
1 1 1

n
n

n

a aa q
S q

q q q

−
= = − 

− − −
， 

故存在实数M ，
12

1
M

a

q
=

−
，使得 +n N ， nS M . 

选项 D，当 1q = 时， 1 2 3a a a= = ， 2 1 3 0a a a− = ， 

满足条件 2 1 3 0a a a− ≤ ，设 2na = ， 

则 2nS n= 无最大值，故 D 项错误. 

故选：C. 

二、填空题共 5 小题． 

11. 【答案】    ①. 0     ②. 1−  

【分析】 

【详解】解： 2(1 )z i ai ai i a i= + = + = − + ， 

因为复数 i(1 i)z a= + 为纯虚数，所以 0a− = ，即 0a = ， 

所以 z i ，所以 2 2 1z i= = −  

故答案为： 0 ； 1−  

【点睛】一个复数的实部与虚部： 

只需将已知的复数化为代数形式 ( , )z a bi a b R= +  ，则该复数的实部为a，虚部为b . 

12. 【答案】
2 3

3
 

【分析】利用线面垂直的判定定理确定三棱锥的高，再用锥体体积公式求解即可. 

【详解】  
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取 AC 中点为O ,连接OB ， 

因为 ABC 为正三角形，所以OB AC⊥ ， 

又因为 1AA ⊥平面 ABC ，OB 平面 ABC ， 

所以 1AA OB⊥ , 

且 1 1, ,AA AC A AA AC = 平面 1 1ACC A ， 

所以OB ⊥平面 1 1ACC A ， 

4 1 3OB = − = ,即 B 到平面 1 1ACC A 的距离为 3OB = ， 

又因为 1 1/ /BB AA , 1BB 平面 1 1ACC A , 1AA 平面 1 1ACC A , 

所以 1 / /BB 平面 1 1ACC A ， 

又因为 P 是棱 1BB 上一点，所以 P 到平面 1 1ACC A 的距离为 3OB = , 

所以
1 1

1 2 3

3 3
P ACC ACCV S OB− =   = , 

故答案为: 
2 3

3
. 

13. 【答案】
3

2
  

【分析】由三角函数的定义，求得
3

sin
2

 = ，进而得到
1

cos
2

 =  ，再利用正弦的倍角公式，即可求

解，得到答案． 

【详解】由三角函数的定义，可得
3

sin
2

 = ， 

又由 2 2sin cos 1 + = ，解得
1

cos
2

 =  ， 

由正弦的二倍角公式得：
3

sin 2 2sin cos
2

  = =  ， 

故答案为
3

2
 ． 

【点睛】本题主要考查了三角函数的定义，以及倍角公式的化简求值问题，其中解答中熟记三角函数的定

义，合理利用正弦的倍角公式，准确运算是解答的关键，着重考查了推理与运算能力，属于基础题． 

14. 【答案】
3 5 3 5

,1 1,
2 2

   − +
      
   

 

【分析】利用数量积的定义，再根据条件得到 2 3 1 0t t− + −  ，从而得到
3 5 3 5

2 2
t

− +
  ，再去掉
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a tb+ 与 ta b+ 共线同向时， t 的取值，即可求出结果. 

【详解】因为 a tb+ 与 ta b+ 的夹角为锐角，又
( ) ( )

cos ,
a tb ta b

a tb ta b
a tb ta b

+  +
+ + =

+  +
， 

所以 2 2 2( ) ( ) (1 ) 0a tb ta b ta t a b tb+  + = + +  +  ， 

又 1a = ， 2b = ， 1a b = − ，所以 2 2(1 ) 2 3 1 0t t t t t− + + = − + −  ， 

解得
3 5 3 5

2 2
t

− +
  ，又因  , 0, πa tb ta b+ +  ， 

当 , 0a tb ta b+ + = 时，也满足 ( ) ( ) 0a tb ta b+  +  ，此时不合题意， 

当 a tb+ 与 ta b+ 共线同向时，有 ( )a tb ta b+ = + ，从而得到
1 t

t





=


=
，解得 1t =  ， 

又
3 5

1
2

−
−  ，所以实数 t的取值范围是

3 5 3 5
,1 1,

2 2

   − +
      
   

， 

故答案为：
3 5 3 5

,1 1,
2 2

   − +
      
   

. 

15. 【答案】①②③ 

【分析】对于①③④，以 A为原点建立空间直角坐标系，表示出 P点坐标，逐项分析即可； 

对于②，说明CO平行于平面 A BD 即可. 

【详解】如图，建立以 A为原点的空间直角坐标系，设正方体棱长为 2， 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 2 0 0 0 0 2 2 2 0 1 1 2, , ， , , ， , , ， , , ， , ,A B A C O . 

( ) ( )2 2 0 1 1 2, , ， , ,AC CO= = − −  

设 ( )2, ,CP λCO λ λ λ= = − − ，其中  0,1  . 

则 ( )2 2 2, ,AP AC CP λ λ λ= + = − − ， 

即 ( )2 2 2, ,P λ λ λ− − . 

对于①，假设存在点 P，因 PA PB = ， 

则 ( ) ( ) ( )
2 2 22 22 2 4 1 2 4λ λ λ λ λ− + − = + − +  

2 2 2
6 16 12 6 4 4

3
λ λ λ λ λ − + = − +  = ， 

即当
2

3
CP CO= 时， PA PB = ，故①正确； 

对于②，取 BD中点为 E，连接 ， ，A O A E EC  .因O 为正方形 A B C D   的中心， 
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则 A O EC ，且 A O EC = ，故四边形 A ECO 为平行四边形，得 A E CO . 

又CO 平面 A BD ， A E 平面 A BD ，则CO平行于平面 A BD ， 

即点 P到平面 A BD 的距离 d为定值.又
1

3
A BDP P A DB A DB

V V S d
  − −

= =   

三棱锥 A BDP − 的体积保持不变.故②正确. 

对于③，设 A BP θ = ，则
1

sin
2

PA BS BA BP
=  ，注意到： 

( )
22 22

21 1sin cos ,
BA BP BA BP

BA BP
θ BA BP

BA BP BA BP

    −   = − = − =
    
 

 

则 ( )
22 21

2
PA B

S BA BP BA BP


 =  −  . 

又 ( ) ( )2 0 2 2 2, , ， , ,BA BP λ λ λ = − = − − ， 

则 ( )
2

2 21 4 8
8 6 4 4 36 3

2 3 3
PA BS    

 
= − + − = − + 

 
， 

因 ( )
2

4 8
3

3 3
f λ λ

 
= − + 

 
在 0,1 上递减，故当动点 P 沿着线段CO从点C 向点O 移动过程中，

PA B△ 的面积越来越小.故③正确. 

对于④，假设存在满足题意的点 Q，设 ( )2 0 2, ,BQ μBA μ μ= = − ，其中  0,1  . 

则 ( )2 2 0 2, ,AQ AB BQ μ μ= + = − ， 

即 ( )2 2 0 2, ,Q μ μ− ，又 ( )2 2 2, ,P λ λ λ− − ，则 ( )2 2 2 2, ,PQ λ μ λ μ λ= − − − . 

因 PQ A B⊥ ，且 PQ OC⊥ ， ( ) ( )2 0 2 1 1 2, , ， , ,A B OC = − = − ， 

则

4
2 4 4 4 0

3
2 2 4 4 0 1

PQ A B

PQ OC

    

     

  = − + − = = 
 

 = − + − + − = 



=

， 

因
4

1
3

 =  ，与  0,1  矛盾，故不存在相应点 Q.故④错误. 

故答案为：①②③ 
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【点睛】关键点点睛：本题为立体几何中的动点问题，难度较大.对于①③④，因直观图形较为复杂，故利

用向量共线并引入参数表示出动点坐标.对于几何体体积不变问题，常转化为判断图形中是否存在线线平行

或线面平行. 

三、解答题共 6 小题．解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程． 

16. 【答案】（1）
3

A


= ，（2）
5 2

3

+
. 

【详解】【试题分析】(1)在 BCD 中,利用正弦定理可求得
3

sin
2

BDC  ,得到
π

3
BDC =  ,利用等腰

的性质可知
π

3
A = .(2)利用三角形的面积公式可求得 BD ,利用余弦定理可求得CD ,由此求得 AB 的长. 

【试题解析】 

（1）在 BCD 中，
4

B


= ， 1BC = ，
6

3
DC = ，由正弦定理得

sin sin

BC CD

BDC B
=


， 

解得

2
1

32sin
26

3

BDC



 = = ，所以
3

BDC


 = 或
2

3


. 

因为 ABC 是锐角三角形，所以
2

3
BDC


 = . 

又 DA DC= ，所以
3

A


= . 

（2）由题意可得
1 1

sin
2 4 6

BCDS BC BD


=    = ，解得
2

3
BD = ， 

由余弦定理得
2 2 2 2 cos

4
CD BC BD BC BD


= + −   =  

2 2 2 5
1 2 1

9 3 2 9
+ −    = ，解得

5

3
CD = ， 
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则
5 2

3
AB AD BD CD BD

+
= + = + = . 

所以 AB 的长为
5 2

3

+
. 

17. 【答案】（1） 2 1− ；     

（2）
13π 25π

,
12 12

 


 
. 

【分析】（1）利用倍角正余弦公式及辅助角公式化简 ( )f x
5π

2 sin 2 1
12

x
 

= − − 
 

，由正弦型函数的性质

求最大值； 

（2）首先求出 ( ) 2f x = − 的解，结合其定义域求出对应的前几个非负解，再由已知确定参数范围即可. 

【小问 1 详解】 

( )
2π π

sin 2 tan 1
3 3

f x x x
    

= − − − −    
    

，正切函数定义域知
5π

π
6

x k + ，即
5π 5π

2 2 π
12 4

x k−  +

（ Zk ）． 

π π π 2π
2sin cos tan sin 2

3 3 3 3
x x x x

       
= − − − − + −       

       
 

2 π 2π
2sin sin 2

3 3
x x

   
= − − + −   

   

2π 2π
cos 2 sin 2 1

3 3
x x

   
= − + − −   

   
 

2π π
2 sin 2 1

3 4
x

 
= − + − 

 

5π
2 sin 2 1

12
x

 
= − − 

 
， 

当
5π π

2 2 π
12 2

x k− = + ，即
11π

π
24

x k= + （ Zk ）时 ( )f x 取到最大值， ( )
max

2 1f x = − ． 

【小问 2 详解】 

令 ( ) 2f x = − ，得
5π 2

sin 2
12 2

x
 

− = − 
 

，故
5π 5π

2 2 π
12 4

x k− = + 或2
π

π
7

4
k + （ Zk ）， 

解得
5π

π
6

x k= + 或
13π

π
12

x k= + （ Zk ）． 

注意到函数 ( )f x 的定义域为
5π

R π , Z
6

x x k k
 

  +  
 

， 

故 ( ) 2f x = − 的解为
13π

π
12

x k= + （ Zk ）． 

取 1k = − ，0，1，得到 ( ) 2f x = − 的前三个非负解为 1

π

12
x = ， 2

13π

12
x = ， 3

25π

12
x = ． 

因此，若 ( ) 2f x = − 在 0,m 上恰有 2 个解，那么 0,m 应当包含 1
x ， 2

x 而不包含 3x ， 
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所以 m的取值范围是
13π 25π

,
12 12

 


 
． 

18. 【答案】（1）证明见解析；（2）
21

21
− ；（3）证明见解析． 

【分析】（1）由等腰三角形性质得 AC BE⊥ ，由线面垂直性质得 1AC CC⊥  ,由三棱柱性质可得

1/ /EF CC ，因此 EF AC⊥ ，最后根据线面垂直判定定理得结论； 

（2）根据条件建立空间直角坐标系，设各点坐标，利用方程组解得平面 BCD 一个法向量，根据向量数量

积求得两法向量夹角，再根据二面角与法向量夹角相等或互补关系求结果； 

（3）根据平面 BCD 一个法向量与直线 FG 方向向量数量积不为零，可得结论. 

【详解】（1）在三棱柱 ABC-A1B1C1中， 

∵CC1⊥平面 ABC，∴四边形 A1ACC1为矩形． 

又 E，F分别为 AC，A1C1的中点，∴AC⊥EF． 

∵AB=BC，E为 AC的中点，．∴AC⊥BE，而 BE EF B= ， 

∴AC⊥平面 BEF． 

（2）［方法一］：【通性通法】向量法 

由（1）知 AC⊥EF，AC⊥BE，EF∥CC1．又 CC1⊥平面 ABC，∴EF⊥平面 ABC． 

∵BE平面 ABC，∴EF⊥BE． 

如图建立空间直角坐称系 E-xyz． 

   

由题意得 B（0，2，0），C（-1，0，0），D（1，0，1），F（0，0，2），G（0，2，1）． 

∴ ( ) ( )= 2 0 1 = 1 2 0CD CB，，， ，， ， 

设平面 BCD的法向量为 ( )n a b c= ， ， ， 

∴
0

0

n CD

n CB

  =


 =

，∴
2 0

2 0

a c

a b

+ =


+ =
， 

令 a=2，则 b=-1，c=-4， 

∴平面 BCD的一个法向量 ( )2 1 4n = − −， ， ， 
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又∵平面 CDC1的一个法向量为 ( )= 0 2 0EB ，， ，∴
21

cos =
21

EB
EB

E

n

B
n

n


 = − ． 

由图可得二面角 B-CD-C1为钝角，所以二面角 B-CD-C1的余弦值为
21

21
− ． 

［方法二］： 【最优解】转化＋面积射影法 

考虑到二面角 B CD A− − 与二面角 1B CD C 互补，设二面角 1B CD C 为 ，易知 5DC = ，

6DB = ，所以
1 21

,
2 2

DCE DCBS S= =△ △
． 

故

1
212cos

2121

2

DCE

DCB

S

S
 = − = − = −△

△

． 

［方法三］：转化＋三垂线法 

二面角 B CD A− − 与二面角 1B CD C 互补，并设二面角 B CD A− − 为 ，易知 BE ⊥平面 ACD． 

如图 3，作 EH CD⊥ ，垂足为 H，联结 BH ．则 BHE 是二面角 B CD A− − 的平面角，所以

BHE  = ，不难求出
21

cos
21

 = ，所以二面角 1B CD C 的余弦值为
21

21
− ． 

   

（3）［方法一］：【最优解】【通性通法】向量法 

平面 BCD的一个法向量为 ( )2 1 4n = − −， ， ，∵G（0，2，1），F（0，0，2）， 

∴ ( )= 0 2 1GF −， ， ，∴ 2n GF = − ，∴ n 与GF 不垂直， 

∴GF与平面 BCD不平行且不在平面 BCD内，∴GF与平面 BCD相交． 

［方法二］：几何转化 

如图 4，取 1 1A B 的中点G，分别在 1 1,BB CC 取点 N，M，使 1 1 1 14 ,4B N BB C M CC= = ．联结

, , ,FG G N NM FM  ．则平面 DCB∥平面 FGNM ，又 FM 平面 FG NM ， FG  平面FG NM ，故

直线 FG 与平面 BCD相交． 
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［方法三］：根据相交的平面定义  

如图 5，设CD 与 EF 交于 P，联结 PB ． 

   

因为 1EF BB ，且 1EF BB= ，所以 1, , ,B E F B 四点共面． 

因为 1

3 1
,

4 2
PF EF BG BB= = ，所以 PF BG ． 

又 PF BG∥ ，所以四边形 PFGB 是梯形，即直线 FG 与直线 BP 一定相交． 

因为 BP 平面 BCD，所以直线 FG 与平面 BCD相交． 

【整体点评】（2）方法一：直接利用向量法求出，属于通性通法； 

方法二：根据二面角 B CD A− − 与二面角 1B CD C 互补，通过转化求二面角 B CD A− − ，利用面积射

影法求出，是该问的最优解； 

方法三：根据二面角 B CD A− − 与二面角 1B CD C 互补，通过转化求二面角 B CD A− − ，利用三垂线

法求出； 

（3）方法一：利用向量证明平面的法向量与直线的方向向量不垂直即可，既是该问的通性通法，也是最

优解； 

方法二：通过证明与平面 BCD平行的平面与直线 FG 相交证出； 

方法三：构建过直线 FG 且与平面 BCD相交的平面，通过证明直线 FG 与交线相交证出． 

19. 【答案】（1）离心率为
2

2
， DEF 的面积为 2 2+ ；     

（2）见解析. 

【分析】（1）根据椭圆经过点 (2, 2)E 可求出 2 2a = ，从而可求离心率，求出 ,D F 的坐标，从而可求

DEF 的面积； 
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（2）设 ( ) ( )1 1 2 2, , ,A x y B x y ，则 ( )2 , 4G x ,联立

2 2

1
8 4

1

x y

y kx


+ =


 = +

，可得 ( )1 2 1 2

3

2
kx x x x= + ， AG 的方程为

( )1
2

2 1

4
4

y
y x x

x x

−
− = −

−
，令 0x = ，得

1 2 2 1

2 1

4kx x x x
y

x x

+ −
=

−
，代入 ( )1 2 1 2

3

2
kx x x x= + 化简即可求解. 

【小问 1 详解】 

因为 ( )
2 2

2
1 0

4

x y
a

a
+ =  经过点 (2, 2)E ，所以 ( )2

4 2
1 0

4
a

a
+ =  ，解得 2 2a = . 

所以椭圆 C：
2 2

1
8 4

x y
+ = ， 8 4 2c = − = ， 

所以
2 2

22 2

c
e

a
= = = . 

因为 ( ) ( )2 2,0 , 2,0D F− , (2, 2)E , 

所以 ( )1
2 2 2 2 2 2

2
DEFS = +  = +△ . 

【小问 2 详解】 

设 ( ) ( )1 1 2 2, , ,A x y B x y ，则 ( )2 , 4G x , 

则 AG 的方程为 ( )1
2

2 1

4
4

y
y x x

x x

−
− = −

−
， 

令 0x = ，则
( )2 1 2 1 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1

4 1 4 4 4x kx x x kx x x x
y

x x x x x x

− − +  − + − = + =
− − −

①. 

联立

2 2

1
8 4

1

x y

y kx


+ =


 = +

，可得 ( )2 21 2 4 6 0k x kx+ + − = ， 

因为 1y kx= + 过定点 ( )0,1 ， ( )0,1 在椭圆内，所以 1y kx= + 与椭圆恒有两个交点， 

故 0  ，

1 2 2

1 2 2

4

1 2

6

1 2

k
x x

k

x x
k


+ = − +


 = −
 +

 

所以 ( )21 2 1 2
1 2

6 3

2k

k
kx x x x= − = +

+
. 

代入①，可得
( )1 2 2 1 1 2

2 1 2 1

3 5 5
4

52 2 2

2

x x x x x x

y
x x x x

+ + − − +

= = =
− −

， 

故直线 AG 是否与 y轴交于定点
5

0,
2

 
 
 

. 
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【点睛】定点定值点睛： 

(1)从特殊入手，求出定值，再证明这个值与变量无关． 

(2)直接推理、计算，并在计算推理的过程中消去变量，从而得到定值． 

20. 【答案】（1） 1 0x y+ − =      

（2）见解析    （3）证明见解析 

【分析】（1）根据导数的几何意义求出切线斜率即可得解； 

（2）求出函数导数，分类讨论得函数单调性，根据单调性求函数极值即可； 

（3）根据（2）判断函数大致变化趋势，由函数零点个数即函数图象与 x轴交点个数可证明. 

【小问 1 详解】 

当 1a = 时， ( ) 2e ( 1)xf x x= − ， 2( ) e ( 1)xf x x = − ， 

所以 0 2(0) e (0 1) 1k f = = − = − ， 

又 0 2(0) e (0 1) 1f = − = ， 

所以切线方程为 1 ( 0)− = − −y x ，即 1 0x y+ − = . 

【小问 2 详解】 

( ) 2 )e ( 1) 2 ( 1 e ( 1)( 2)eax ax axxx x x af x aa = −− + − = − + ， 

当 0a = 时， ( ) 2( 1) 0f x x = − = ，解得 1x = ， 

故 1x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减； 1x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

故 1x = 时， ( )f x 的极小值为 (1) 0f = ，无极大值； 

当 0a  时，令 ( ) 0f x = ，解得 1 1x = ， 2

2
1x

a
= − ， 

故当
2

1x
a

 − 或 1x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

当
2

1 1x
a

−   时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减， 

故 ( )f x 的极大值为

2 2
2

2

2 2 4e
(1 ) e

a
af

a a a

−
−  

− = = 
 

，极小值为 (1) 0f = ； 

当 a<0时，令 ( ) 0f x = ，解得 1 1x = ， 2

2
1x

a
= − ， 

故当 1x  或
2

1x
a

 − 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减， 

当
2

1 1x
a

  − 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

故 ( )f x 的极大值为

2 2
2

2

2 2 4e
(1 ) e

a
af

a a a

−
−  

− = = 
 

，极小值为 (1) 0f = ； 
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综上，当 0a = 时， ( )f x 的极小值为 (1) 0f = ，无极大值；当 0a  时， ( )f x 的极大值为

2

2

2 4e
(1 )

a

f
a a

−

− = ，极小值为 (1) 0f = . 

【小问 3 详解】 

当 0a  时，由（2）知， ( )f x  在
2

( ,1 )
a

− − 和 (1, )+ 上单调递增， 

在
2

(1 ,1)
a

− 上单调递减，且 1x  时， ( ) 21 0e ( )axf x x= −  恒成立， 

x→+时， ( ) 2e ( 1)axf x x= − → +， 

又 ( )f x 的极大值为
2

2

2 4e
(1 )

a

f
a a

−

− = ，极小值为 (1) 0f = ， 

所以存在实数
2

2

4e
0

a

M
a

−

  时，函数 ( )y f x M= − 有三个零点. 

21. 【答案】（1） 1,3 1a = ， 2,2 3a = ， 3,1 1a = −      

（2）证明见详解    （3）证明见详解 

【分析】（1）根据题意解答即可； 

（2）令 1, ,

1

1 ( 1,2, , , 1)
s

j

s jb a s s n n
=

= − = + ，根据题意找到 1,kb 的不等式即可； 

（3）本质是找到数表 ,[ ]i sb 中某一行，满足该行的每一个数都小于等于 0 即可. 

【小问 1 详解】 

1,3 1,1 1,23 1a a a= − − = ， 

2,2 1,1 3a a= = ， 

3,1 2,3 1,2 1a a a= = = − ； 

【小问 2 详解】 

令 1, ,

1

1 ( 1,2, , , 1)
s

j

s jb a s s n n
=

= − = +  

由题意 1, 1,1 1,2 1,max{ , , , }( 1,2, , )k nb b b b k n= = ， 

所以一定有 1, 1, 1k kb b + ，即 ,

1

,

1

1

( 1)
j

i j i j

k k

j

a k a k
+

= =

−  − +  ， 

所以 1, 1kk a k k+−  − − ，所以 1, 1 1 0ka + − ≤ ； 

【小问 3 详解】 

由题意，对任意 1,2, ,i n= 均有 ,

1j

i j

n

a n
=

= ，且类似于（2），令 
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1

, , ( 1,2, , )
j

i

s

i s jb a s s n
=

= − = ，其中
1 1

, , , 0i n i j

n n

j j

i jb a a n n n
= =

= = − = − =  ， 

而1 1s n  − 时，有 

1

, ,

1

1, 1, 1 1

1 2

,

1

s s s

i s i i

j j

j i s j

j

j ib a s a s a a s
+ +

= = =

+ − + += − = − = − −   ， 

有 , 1, 1,1 1, 1 1,1

1

1

( 1) 1i s i j i i

s

j

s ib a s a b b
+

+ + +

=

+ += − + − + = − ， 

所以当 , ,
1
max ( 1,2, , )i

j
i j k

n
b b k n

 
= = 时，可推出 1, 1,1 1, 1 1,1

2
max{max( ),0}

j n
i j i i k ib b b b


+


+ + + +− = − ， 

所以 1, 1,1 1, 1, 1
2

max{max , } maxi j i i j
j

i
n

kb b b b+


+ + + +


= = ， 

假设 1 1,
1

,max ( 1,2, , )
n

k
j

jb b k n
 

= = ，则有 

2, 2, 1
1
max

j n
j kb b

 
+= ，即 3, 3, 2

1
max

j n
j kb b

 
+= ， 

所以 1, 1
1

,max n k j n k n
j n

b b− +


− +


= ， 

由于 1 , ( 1), ,1n k n n− + = − ，符合 i 的取值，这样的递推存在， 

所以 1m n k = − + ，使得任意的 {1,2, , }l n 均有 

1
, , ,max 0

j n
m l m j m nb b b

 
 = = ， 

即
1

, 0j

l

j

ma l
=

−  ，即 ,1 ,2 ,m m m la a a l+ + + ≤ . 

【点睛】关键点点睛：本题关键在于理清题目条件，根据条件求解即可. 

 


