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2023北京二中高二（上）第二学段段考 

数    学 

一、选择题（共 12 小题，每小题 4 分，共 48 分，选出符合题目要求的一项） 

1. 已知 i 为虚数单位，则复数
3

1 )

i
z

i i

+
=

−（
的虚部为( ) 

A.  i              B. －1            C.  2            D. －i 

2. 已知点𝐴(2,0)与𝐵(0,4)关于直线𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑏 = 0对称，则𝑎, 𝑏的值分别为 (    ) 

A. 1，3 B. −
1

2
，−

3

2
 C. −2，0 D. 

1

2
，−

5

2
 

3. 已知两条不重合的直线𝑚、𝑛和平面𝛼，则𝑚//𝑛的一个充分不必要条件是(    ) 

A. 𝑚 ⊄ 𝛼，𝑛 ⊂ 𝛼 B. 𝑚//𝛼，𝑛//𝛼 C. 𝑚 ⊥ 𝛼，𝑛 ⊥ 𝛼 D. 𝑚//𝛼，𝑛 ⊂ 𝛼 

4. 与椭圆 9x2＋4y2＝36 有相同焦点，且满足短半轴长为 2 5的椭圆方程是( ) 

A.
x2

25
＋

y2

20
＝1   B.

x2

20
＋

y2

25
＝1 

C.
x2

20
＋

y2

45
＝1   D.

x2

80
＋

y2

85
＝1 

5. 在△ 𝐴𝐵𝐶中，若𝑏 = 1，𝐴 = 60°，△ 𝐴𝐵𝐶的面积为√ 3，则𝑎 =(    ) 

A. 2 B. √2 C. 13 D. √13 

6. 直线𝑙：𝑦 = −√ 3𝑥 + 1与圆𝑂：𝑥2 + 𝑦2 = 1相交于𝐴，𝐵两点，则△ 𝑂𝐴𝐵的面积为 (    ) 

A. 
1

4
 B. 

√ 3

4
 C. 

1

2
 D. 

√ 3

2
 

7. 若直线𝑙: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 1 = 0始终平分圆𝑀: 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0的周长，则√ (𝑎 − 2)2 + (𝑏 − 2)2的最

小值为 (     ) 

A. √5               B. 5             C. 2√ 5            D. 10 

8. 已知椭圆𝑥2

16
+

𝑦2

12
= 1的左焦点是𝐹1，右焦点是𝐹2，点𝑃在椭圆上，如果线段𝑃𝐹1的中点在𝑦轴上，那么

|𝑃𝐹2|：|𝑃𝐹1| =(    ) 

A. 3: 5  B. 3: 4  C. 4 : 3  D. 5 : 3   

9 . 一名同学掷骰子 5 次，记录每次骰子出现的点数，可以判断一定没有出现点数6的是 (    ) 

A. 平均数为3，中位数为2 B. 中位数为3，众数为2 

C. 平均数为2，方差为2.4 D. 中位数为3，方差为2.8 

10. 椭圆
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑎 ≠ 𝑏)任意两条相互垂直的切线的交点轨迹为圆： 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 + 𝑏2，这个圆称为椭圆的蒙日圆.在圆(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 3)2 = 𝑟2(𝑟 > 0)上总存在点𝑃，使得过

点𝑃能作椭圆𝑥2 +
𝑦2

3
= 1的两条相互垂直的切线，则𝑟的取值范围是(    ) 

A. (1,9) B. [1,9] C. (3,7) D. [3,7] 
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11. 已知函数𝑓(𝑥) = sin (𝜔𝑥 + 𝜑)(𝜔 > 0, |𝜑| <
𝜋

2
)，若𝑔(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥) = 1，且函数𝑔(𝑥)的部分图象如图所示，

则𝜑等于 (    ) 

 

A. 
𝜋

6
 B. 

𝜋

3
 C. −

𝜋

3
 D. −

𝜋

6
 

12. 如图，在直三棱柱𝐴𝐵𝐶 − 𝐴1𝐵1𝐶1中，△ 𝐴𝐵𝐶是边长为2的正三角形，

𝐴𝐴1 = 3，𝑁为棱𝐴1𝐵1上的中点，𝑀为棱𝐶𝐶1上的动点，过𝑁作平面𝐴𝐵𝑀

的垂线段，垂足为点𝑂，当点𝑀从点𝐶运动到点𝐶1时，点𝑂的轨迹长度为

(    ) 

 A. 
𝜋

2
     

 B. 𝜋    

 C. 
3𝜋

2
        

 D. 
2√ 3𝜋

3
 

二、填空题（共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分） 

13. 若椭圆
2 2 1( 1)x my m+ =  离心率为√ 3

2
，则𝑚 =          ． 

14. 已知𝑥, 𝑦满足𝑥2 − 4𝑥 + 𝑦2 = 0，则𝑥 − 2𝑦的最大值为         . 

15.已知直线𝑙1: 𝑚𝑥 − 𝑦 = 1，𝑙2: 𝑥 − 𝑚𝑦 − 1 = 0.若𝑙1//𝑙2，则𝑚的值为          ；若直线𝑙1与圆𝑥2 + 2𝑥 + 𝑦2 −

24 = 0交于𝐴, 𝐵两点，则 AB 的最小值是              . 

16.已知椭圆𝑀：
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的左、右焦点分别是𝐹1，𝐹2，𝐴(0, 𝑏)，且△ 𝐴𝐹1𝐹2是面积为√ 3的正

三角形．过𝐹1垂直于𝐴𝐹2的直线交椭圆𝑀于𝐵，𝐶两点，则△ 𝐴𝐵𝐶的周长为          ． 

17. 已知𝐴为直线𝑙: 𝑥 + 𝑦 + 2𝑎 = 0上的一个动点，𝑃, 𝑄为圆(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑎)2 = 2𝑎2上的两个动点，则

∠𝑃𝐴𝑄的最大值是______________． 

18. 某中学开展“劳动创造美好生活”的劳动主题教育活动，展示劳动实践成果并进行评比，某学生设计的一

款如图所示的“心形”工艺品获得了“十佳创意奖”，该“心形”由上、下两部分组成，并用矩形框(虚线)进行

镶嵌，上部分是两个半径都为𝑟的半圆，𝐴𝐶、𝐵𝐷分别为其直径，且𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷，下部分是一个“半椭

圆”，并把椭圆的离心率叫做“心形”的离心率． 
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(1)若矩形框的周长为12，则当该矩形框面积最大时，𝑟 =          ； 

(2)若 1r = ，图中阴影区域的面积为𝜋

3
+

√ 3

2
，则该“心形”  的离心率为          ． 

三、解答题（共 5 题，共 72 分. 解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程） 

19.（本题满分 13 分） 

给出以下三个条件： 

①直线𝑥 = 𝑥1，𝑥 = 𝑥2是𝑦 = 𝑓(𝑥)图象的任意两条对称轴，且|𝑥1 − 𝑥2|的最小值为
𝜋

4
， 

②𝑓(−
𝜋

12
) = 0， 

③对任意的𝑥 ∈ 𝑅，𝑓(𝑥) ≤ |𝑓(
𝜋

24
)|； 

请从这三个条件中任选一个将下面的题目补充完整，并求解． 

已知函数𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥 + √ 3cos2𝜔𝑥 −
√ 3

2
，0 < 𝜔 < 3，______． 

(1)求𝑓(𝑥)的表达式； 

(2)将函数𝑓(𝑥)的图象向右平移
𝜋

8
个单位后，再将得到的图象上各点的横坐标伸长为原来的2倍，纵坐标不

变，得到函数𝑦 = 𝑔(𝑥)的图象，求𝑔(𝑥)的单调递增区间以及在区间[0,
𝜋

2
]上的值域． 

20. （本题满分 15 分） 

如图，在四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷中，底面𝐴𝐵𝐶𝐷为直角梯形，其中 AB AD⊥ ， AD BC ，𝐴𝐷 = 3，𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 =

2，𝑃𝐴 ⊥平面𝐴𝐵𝐶𝐷，且𝑃𝐴 = 3，点𝑀在棱𝑃𝐷上，点𝑁为𝐵𝐶中点． 

 

(1)证明：若𝐷𝑀 = 2𝑀𝑃，直线𝑀𝑁//平面𝑃𝐴𝐵； 

(2)求二面角𝐶 − 𝑃𝐷 − 𝑁的余弦值； 

(3)是否存在点𝑀，使𝑁𝑀与平面𝑃𝐶𝐷所成角的正弦值为√ 2

6
？若存在求出

𝑃𝑀

𝑃𝐷
值；若不存在，说明理由． 

21. （本题满分 14 分） 
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某心理教育测评研究院为了解某市市民的心理健康状况，随机抽取了𝑛位市民进行心理健康问卷调查，将

所得评分(百分制)按研究院制定的心理测评评价标准整理，得到频率分布直方图．已知调查评分在[70,80)

中的市民有200人． 

心理测评评价标准 

调查评分 [0,40) [40,50) [50,60) [60,70) [70,80) [80,90) [90,100] 

心理等级 𝐸 𝐷 𝐶 𝐵 𝐴 

(Ⅰ)求𝑛的值及频率分布直方图中𝑡的值； 

(Ⅱ)在抽取的心理等级为𝐷的市民中，按照调查评分的分组，分为2层，通过分层随机抽样抽取3人进行心理

疏导．据以往数据统计，经心理疏导后，调查评分在[40,50)的市民的心理等级转为𝐵的概率为
1

4
，调查评分

在[50,60)的市民的心理等级转为𝐵的概率为
1

3
，假设经心理疏导后的等级转化情况相互独立，求在抽取的3

人中，经心理疏导后至少有一人的心理等级转为𝐵的概率； 

(Ⅲ)该心理教育测评研究院建议该市管理部门设定预案：若市民心理健康指数的平均值不低于0.75，则只

需发放心理指导资料，否则需要举办心理健康大讲堂．根据调查数据，判断该市是否需要举办心理健康大

讲堂，并说明理由．(每组的每个数据用该组区间的中点值代替，心理健康指数=调查评分÷ 100) 

 

22.（本题满分 15 分） 

已知线段𝐴𝐵的端点𝐵的坐标是(6,4)，端点𝐴的运动轨迹是曲线𝐶，线段𝐴𝐵的中点𝑀的轨迹方程是(𝑥 − 4)2 +

(𝑦 − 2)2 = 1． 

(1)求曲线𝐶的方程； 

(2)已知斜率为𝑘的直线𝑙与曲线𝐶相交于异于原点𝑂的两点𝐸, 𝐹,  直线𝑂𝐸, 𝑂𝐹的斜率分别为𝑘1，𝑘2，且𝑘1𝑘2 =

2.  证明：直线 l 恒过定点.  

23.（本题满分 15 分） 

设𝐴是正整数集的一个非空子集，如果对于任意𝑥 ∈ 𝐴，都有𝑥 − 1 ∈ 𝐴或𝑥 + 1 ∈ 𝐴，则称𝐴为自邻集，记集

合𝐴𝑛 = {1,2, ⋯ , 𝑛}(𝑛 ≥ 2，𝑛 ∈ 𝑁)的所有子集中的自邻集的个数为𝑎𝑛． 
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(Ⅰ)直接写出𝐴4的所有自邻集； 

(Ⅱ)若𝑛为偶数且𝑛 ≥ 6，求证：𝐴𝑛的所有含5个元素的子集中，自邻集的个数是偶数； 

(Ⅲ)若𝑛 ≥ 4，求证：𝑎𝑛 ≤ 2𝑎𝑛−1． 
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