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2024北京十一学校高二 10月月考 

数    学 

本试卷共 4 页，满分 150 分.考试时长 120 分钟. 

考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效. 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要

求的一项. 

1. 已知集合
 0,1,2A =

，
 2,3B =

，那么集合 A B 等于（    ） 

A.  2  B.  1, 2  C.  2,3  D.  0,1, 2  

2. 某校为了解学生关于校本课程的选课意向，计划从高一、高二这两个年级共500名学生中，采用分层抽

样的方法抽取50人进行调查．已知高一年级共有300名学生，那么应抽取高一年级学生的人数为（    ） 

A. 10  B. 20  C. 30  D. 40  

3. 不等式 x（x－1）＜0 的解集为（    ） 

A. { 0 1}x x ∣  B. { 1 0}x x−  ∣  

C. { 0x x ∣ 或 1}x   D. { 1x x  −∣ 或 0}x   

4. 在△ABC中，a＝4，A＝45°，B＝60°，则 b＝（    ） 

A. 2 2  B. 2 3  C. 2 6  D. 4 2  

5. sin15 cos15  =（  ） 

A. 
1

4
 B. 

3

4
 C. 

1

2
 D. 

3

2
 

6. 向量 a ，b 在正方形网格中的位置如图所示．若网格中每个小正方形的边长为 1，则 a b− =（    ） 

 

A. 2 B. 5  C. 2 2  D. 3 

7. 如图，在长方体 1 1 1 1OABC O A B C− 中， 4OA = ， 6OC = ， 1 2OO = ，点 P是 1 1B C 的中点，则点 P的坐

标为（    ） 
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A. (2,6, 2)  B. (3,4,2)  C. (4,6, 2)  D. (6, 2,1)  

8. 已知 ( ) ( )1,2,0 , 2,0,1a b a b= = − ， 与 的夹角为 ，则（    ） 

A. a b⊥  B. / /a b  C. a b=  D. 
1

cos
2

 =  

9. 如图，空间四边形OABC 中，OA a= ，OB b= ，OC c= ，点 M在OA上，且
2

3
OM OA= ，点 N为

BC 中点，则MN 等于（    ） 

 

A. 
1 1 1

2 2 2
a b c+ −  B. 

2 1 1

3 2 2
a b c− + +  

C. 
2 2 1

3 3 2
a b c+ −  D. 

2 2 1

3 3 2
a b c− + −  

10. 在棱长为1的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， E ， F ，G 分别为棱 1AA ， BC ， 1CC 的中点，动点 H

在平面 EFG 内，且 1DH = .则下列说法正确的是（    ） 

 

A. 存在点 H ，使得直线 DH 与直线 FG 相交 

B. 存在点 H ，使得直线 DH ⊥平面 EFG  

C. 直线 1B H 与平面 EFG 所成角的大小为
π

3
 

D. 平面 EFG 被正方体所截得的截面面积为
3 3

2
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第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分 

11. 已知向量 ( )1, ,3a m= ， ( )2,4,6b = .若 a b∥ ，则实数m = ______. 

12. sin13 cos32 cos13 sin32  +   = ______. 

13. 已知 ABC 中， 45 , 2 2, 3A AB AC =  = = ，那么 BC等于______. 

14. 如图，在正三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1AB = ， 1 2AA = ， D 为 1B B 的中点，则异面直线 1A B 与 1C D

所成角的余弦值为__________． 

   

15. 如图，在多面体 ABCDES 中， SA ⊥平面 ABCD，四边形 ABCD是正方形，且 ∥DE SA，

2 2SA AB DE= = = ，M ， N 分别是线段 BC ， SB 的中点，Q 是线段 DC 上的一个动点（含端点 D ，

C ），则下列说法正确的是______ 

 

（1）存在点Q ，使得 NQ SB⊥ ； 

（2）存在点Q ，使得异面直线 NQ与 SA所成的角为60 ； 

（3）三棱锥Q AMN− 体积的最大值是
2

3
； 

（4）当点Q 自 D 向C 处运动时，直线 DC 与平面QMN 所成的角逐渐增大. 

三、解答题：本大题共 6 个小题，共 85 分.应写出文字说明，证明过程或演算步骤. 

16. 已知函数 ( )
π

sin
6

f x A x
 

= + 
 

， ( )0 1f = . 

（1）求A ； 

（2）函数 ( )f x 的最小正周期； 

（3）求函数 ( )f x 的最小值及相应的 x的值. 
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17. 在 ABC 中，角A ， B ，C 所对的边分别为 a，b ， c，已知 2a = ， 3c = ，
1

cos
4

B = . 

（1）求b 的值； 

（2）求sin C 的值； 

（3）求 ABC 的面积. 

18. 如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1CA CB= = ， 90BCA = ， 1 2AA = ，N为 1A A的中点. 

   

（1）求
1BN B C ； 

（2）求直线 1A B 与 1B C 所成角的余弦值. 

19. 如图，在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1 1AD AA= = ， 2AB = ，E为 AB的中点. 

 

（1）证明： 1 1D E A D⊥ ； 

（2）求点 E到平面 1ACD 的距离； 

（3）求平面 1AD E 与平面 1ACD 夹角的余弦值. 

20. 如图，在四棱锥 P ABCD− 中， PA ⊥平面 ABCD， AD CD⊥ ， //AD BC ， 2PA AD CD= = = ，

3BC = . E 为 PD的中点，点 F 在 PC 上，且
1

3

PF

PC
= . 
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（1）求证：CD ⊥平面 PAD ； 

（2）求直线PC 与面 AEF 所成角的正弦值； 

（3）在线段 PB 上是否存在点G ，使得A 、 E 、 F 、G 四点共面，如果存在求出
PG

PB
的值；如果不存在

说明理由. 

21. 已知Ω是棱长为 2 的正四面体 ABCD，设Ω的四个顶点到平面 的距离所构成的集合为M ，若M

中元素的个数为 k ，则称 为Ω的 k 阶等距平面，M 为Ω的 k 阶等距集. 

（1）若 为Ω的 1 阶等距平面且 1 阶等距集为 a ，求 a的所有可能值以及相应的 的个数； 

（2）已知  为Ω的 4 阶等距平面，且点A 与点 , ,B C D分别位于  的两侧.若Ω的 4 阶等距集为

 , 2 ,3 ,4b b b b ，其中点A 到  的距离为b ，求平面 BCD与  夹角的余弦值. 
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参考答案 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要

求的一项. 

1. 【答案】A 

【分析】由交集定义可直接求得结果. 

【详解】由交集定义知：  2A B = . 

故选：A. 

2. 【答案】C 

【分析】根据分层抽样的定义求出相应比例，进而得出结果. 

【详解】解：因为高一年级共有300名学生，占高一、高二这两个年级共500名的
300 3

500 5
= ， 

则采用分层抽样的方法抽取50人中，应抽取高一年级学生的人数为
3

50 30
5

 = 人. 

故选：C. 

3. 【答案】A 

【分析】根据一元二次方程的两个根，解得一元二次不等式的解集. 

【详解】方程 ( )1 0x x − = 有两个根 0,1， 

则不等式 ( )1 0x x −  的解集为 0 1x x   

故选：A 

4. 【答案】C 

【分析】利用正弦定理直接求解 

【详解】由正弦定理

3
4

sin 2 2 6
sin sin sin 2

2

a b a B
b

A B A



=  = = =  

故选：C 

5. 【答案】A 

【分析】由正弦函数的二倍角公式即可求解. 

【详解】由题意得
1 1

sin15 cos15 sin 30
2 4

  =  = ，故 A 正确. 

故选：A. 

6. 【答案】B 

【分析】运用坐标计算向量的模. 
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【详解】由图形可知： ( ) ( ) ( ) ( )
223,1 , 1,2 , 2, 1 , 2 1 5a b a b a b= =  − = − − = + − =   ； 

故选：B. 

7. 【答案】A 

【分析】根据题意，结合空间直角坐标系的坐标的写法，结合中点公式，即可求解. 

【详解】由题意，长方体 1 1 1 1OABC O A B C− 中， 4OA = ， 6OC = ， 1 2OO = ， 

可得 1 1(4,6,2), (0,6,2)B C ， 

因为点 P 为 1 1B C 的中点，由中点公式可得，点 P 的坐标为 (2,6,2)P . 

故选：A. 

8. 【答案】C 

【分析】由空间向量的数量积、模长、夹角公式可判断 ACD；设 a b= ，代入解方程即可判断 B. 

【详解】对于 A， ( )1 2 2 0 0 1 2 0a b =  − +  +  = −  ，故 A 错误； 

对于 B，设a b= ，则

1 2

2 0

0







= −


= 
 =

，则 无解，故 B 错误； 

对于 C， 2 2 21 2 0 5a = + + = ， ( )
2 2 22 0 1 5b = − + + = ， 

所以 a b= ，故 C 正确； 

对于 D，
2 2 1

cos
5 25 5

a b

a b


 −
= = = − 


，故 D 错误. 

故选：C. 

9. 【答案】B 

【分析】利用空间向量的线性运算法则求解. 

【详解】 ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 2 1 1

3 2 3 2 2 3 2 2
MN MA AN OA AB AC OA OB OA OC OA OA OB OC= + = + + = + − + − = − + +  

2 1 1

3 2 2
a b c= − + + . 

故选：B. 

10. 【答案】C 

【分析】连接 DF ， DG ，取 FG 的中点 M ，连接 DM ，点 D 到线段 FG 的最短距离大于1，即可判断

A ；建立空间直角坐标系，点 D 到平面 EFG 的距离为
3

1
2

EF n

n


=  ，即可判断 B ；由 1DB ⊥平面

EFG ，连接 1DB 交 EG 于点O ， 1Rt OB H 与Rt ODH 全等，所以 1

π

3
B HO DHO = = ，即可判断
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C ；平面 EFG 被正方体所截得的截面图形为正六边形，且边长为
2

2
，可求截面面积. 

【详解】  

连接 DF ， DG ，所以
5

2
DF DG= = ，

2

2
FG = ，取 FG 的中点M ，连接 DM ， 

所以
3 2

1
4

DM =  ，点 D 到线段 FG 的最短距离大于1，所以不存在点 H ，使得直线 DH 与直线 FG 相

交，故A 不正确； 

以 D 为坐标原点，分别以 DA， DC ， 1DD 所在直线为 x轴， y 轴， z 轴建立空间直角坐标系，则

1
1,0,

2
E
 
 
 

，
1

,1,0
2

F
 
 
 

，
1

0,1,
2

G
 
 
 

， ( )0,0,0D ， 

所以
1 1

,1,
2 2

EF
 

= − − 
 

， ( )1,1,0EG = − ，
1

1,0,
2

DE
 

=  
 

， 

设平面 EFG 的法向量为𝑛⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧)，所以
0

0

EF n

EG n

  =


 =

，即

1 1
0

2 2

0

x y z

x y


− + − =

 − + =

， 

令𝑥 = 1，则 1y = ， 1z = ，所以 ( )1,1,1n = ， 

所以点 D 到平面 EFG 的距离为
3 3

1
22 3

DE n

n


= =  ，而 1DH = ，所以不存在点 H ，使得直线

DH ⊥平面 EFG ，故B 不正确； 

因为 ( )1 1,1,1DB = ，所以 1DB ⊥平面 EFG ，连接 1DB 交 EG 于点O ，所以O 为 1DB 的中点，

1

3

2
DO B O= = ， 

所以 1B HO 为直线 1B H 与平面 EFG 所成角， 

因为 1DH = ，在Rt ODH 中，
3

sin
2

DO
DHO

DH
 = = ， 

所以
π

3
DHO = ，因为 1Rt OB H 与Rt ODH 全等，所以 1

π

3
B HO DHO = = ，故C 正确； 
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延长GF 交 1B B 的延长线于 N ，连接 EN 交 AB 于 P ，连接 PF ，取 1 1D C 的中点 K ， 1 1D A 的中点 J ， 

连接 KG ， EJ ， KJ ， / /KG EP ， / /EJ GF ， / /KJ PF ， 

平面 EFG 被正方体所截得的截面图形为正六边形，且边长为
2

2
， 

所以截面面积为
1 2 6 3 3

6
2 2 4 4

   = ，故D 不正确. 

故选：C . 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分 

11. 【答案】 2  

【分析】利用空间向量平行的坐标表示计算可得 2m = . 

【详解】根据题意由 a b∥ 可知存在实数 使得b a= ， 

可得 ( ) ( ),2,4,6 ,3a mb    == = ， 

解得 2 = ，可得 2m = ； 

故答案为： 2  

12.【答案】
2

2
##

1
2

2
 

【分析】利用两角和的正弦公式化简求值，即得答案. 

【详解】 ( )
2

sin13 cos32 cos13 sin32 sin 13 32 sin45
2

 +   = +  =  = ， 

故答案为：
2

2
 

13. 【答案】 5  

【分析】直接由余弦定理计算即可. 

【详解】由已知得 2 2 2 2 cos 8 9 2 2 2 3 cos 45 5BC AB AC AB AC A= + −   = + −     = ， 

所以 5BC = . 
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故答案为： 5 . 

14. 【答案】
10

4
 

【分析】以 A 为坐标原点，建立空间直角坐标系 A xyz− ，求得向量
1A B 和

1C D 的坐标，结合向量的夹角

公式，即可求解. 

【详解】以 A为坐标原点，在平面 ABC内作垂直于 AC的直线 Ax为 x轴，AC为 y轴， 1AA 为 z轴，建立空

间直角坐标系 A xyz− ，如图所示： 

   

则 ( )1 0,0,2A ，
3 1

, ,0
2 2

B
 
  
 

， ( )1 0,1,2C ，
3 1

, ,1
2 2

D
 
  
 

， 

所以 1

3 1
, , 2

2 2
A B

 
= −  
 

， 1

3 1
, , 1

2 2
C D

 
= − −  
 

， 

所以
1 1

1 1

1 1

5
102cos ,
45 2

A B C D
A B C D

A B C D


= = =


， 

则直线 1A B 与 1C D 所成角的余弦值为
10

4
， 

故答案为：
10

4
. 

15. 【答案】 ( )( )( )1 3 4  

【分析】以A 为原点，建立空间直角坐标系，假设存在点 ( , 2,0)Q m ，根据 NQ SB⊥ ，利用向量的数量

积的运算公式，列出方程，求得m 的值，可判定 A 正确； 

结合向量的夹角公式，列出方程，可得判定 B 不正确；连接 , ,AQ AM AN ，设 DQ m，求得

2
2

AMQ

m
S = − ，棱锥的体积公式，可判定 C 正确； 

求得平面MNQ 的法向量 (1,2 ,3 )m m m= − − ，利用向量的夹角公式和二次函数的性质，可判定 D 错误. 

【详解】以A 为原点，以 , ,AB AD AS 所在的直线分别为 , ,x y z 轴，建立空间直角坐标系， 
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如图（1）所示，可得 (0,0,0), (2,0,0), (2,2,0), (0,2,0), (0,2,1), (0,0,2)A B C D E S ，

(1,0,1), (2,1,0)N M ， 

对于（1）中，假设存在点 ( , 2,0)(0 2)Q m m  ，使得 NQ SB⊥ ， 

则 ( 1,2, 1), (2,0, 2)NQ m SB= − − = − ，  

所以 2( 1) 2 0NQ SB m = − + = ，解得 0m = ， 

即点Q 与 D 重合时， NQ SB⊥ ，所以 A 正确； 

对于（2）中，假设存在点 ( , 2,0)(0 2)Q m m  ， 

因为 ( 1,2, 1), (0,0, 2)NQ m SA= − − = − ， 

所以
2

1 1
cos ,

2( 1) 5

NQ SA
NQ SA

NQ SA m


= = =

− +
，此时方程无解， 

所以不存在点Q 使得异面直线 NQ与 SA所成的角为60 ，所以 B 不正确； 

对于（3）中，如图（2）所示，连接 , ,AQ AM AN ，设 (0 2)DQ m m=   ， 

因为 2
2

AMQ ABCD ABM QCM ADQ

m
S S S S S= − − − = − ， 

所以，当 0m = 时，即点点Q 与 D 重合时， AMQS△ 取得最大值 2 ， 

又因为 SA ⊥平面 ABCD，且 N 分别是线段 SB 的中点， 

可得点 N 到平面 AMQ 的距离为
1

1
2

d SA= = ， 

所以三棱锥Q AMN− 的体积的最大值为
1 2

2 1
3 3

Q AMN N AMQV V− −= =   = ，所以 C 正确； 

对于（4）中，由 ( 1,2, 1), (1,1, 1)NQ m NM= − − = − ， 

设平面MNQ 的法向量为 ( , , )m x y z= ，则
( 1) 2 0

0

m NQ m x y z

m NM x y z

  = − + − =


 = + − =
， 

令 1x = ，则 2 , 3y m z m= − = − ，所以 (1,2 ,3 )m m m= − − ， 

因为 (2,0,0)DC = ，设直线 DC 与平面MNQ 所成的角为
π

, [0, ]
2

   ， 

可得 2 2
2

1 1
sin cos ,

5 31 (2 ) (3 )
2( )

2 2

DC m
DC m

DC m m m
m




= = = =
+ − + −

− +
， 

所以，当点Q 自 D 向C 处运动时，m 的值由0 到 2 变大， sin 单调递增， 

此时 也单调递增，所以 D 正确. 

故答案为：（1）（3）（4）. 
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【点睛】方法点拨：求解立体几何中的动态问题与存在性问题的策略： 

1、解答方法：一般时根据线面平行，线面垂直的判定定理和性质定理，结合圆或圆锥曲线的定义推断出

动点的轨迹，有时也可以利用空间向量的坐标运算求出动点的轨迹方程； 

2、对于线面位置关系的存在性问题，首先假设存在，然后再该假设条件下，利用线面位置关系的相关定

理、性质进行推理论证，寻找假设满足的条件，若满足则肯定假设，若得出矛盾的结论，则否定假设； 

3、对于探索性问题用向量法比较容易入手，一般先假设存在，设出空间点的坐标，转化为代数方程是否

有解的问题，若由解且满足题意则存在，若有解但不满足题意或无解则不存在，同时，用已知向量来表示

未知向量，一定要结合图形，以图形为指导思想是解答此类问题的关键. 

三、解答题：本大题共 6 个小题，共 85 分.应写出文字说明，证明过程或演算步骤. 

16. 【答案】（1） 2      

（2）2π      

（3）−2，
2π

2 π, Z
3

x k k= − +   

【分析】（1）根据 ( )0 1f = ，即可求得答案； 

（2）利用正弦函数的周期公式，即可求得答案； 

（3）根据正弦函数的性质即可求出答案. 

【小问 1 详解】 

由于函数 ( )
π

sin
6

f x A x
 

= + 
 

， ( )0 1f = , 

故
π

sin 1, 2
6

A A=  = ； 

【小问 2 详解】 

由（1）知 ( )
π

2sin
6

f x x
 

= + 
 

，故 ( )f x 的最小正周期为
2

2
1

π
π= ； 

【小问 3 详解】 

( )
π

2sin
6

f x x
 

= + 
 

的最小值为−2，此时
π π

2 π, Z
6 2

x k k+ = − +  ， 

即
2π

2 π, Z
3

x k k= − +  . 
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17. 【答案】（1） 10b =      

（2）
3 6

8
     

（3）
3 15

4
 

【分析】（1）根据余弦定理即得； 

（2）利用余弦定理可得 cosC ，然后利用同角关系式即得. 

（3）结合（1）（2）由面积公式即可求解. 

【小问 1 详解】 

因为
1

2, 3,cos
4

a c B= = = ， 

所以
2 2 2 2 2 1

2 cos 2 3 2 2 3 10
4

b a c ac B= + − = + −    = ， 

所以 10b = ； 

【小问 2 详解】 

由余弦定理可得
2 2 2 4 10 9 10

cos
2 82 2 10

a b c
C

ab

+ − + −
= = =

 
， 

又C 为 ABC 的内角， 

所以 2 3 6
sin 1 cos

8
C C= − =  

【小问 3 详解】 

1 1 3 6 3 15
sin 2 10

2 2 8 4
ABCS ab C= =    =  

18.【答案】（1） 1−      

（2）
30

10
 

【分析】（1）根据线性运算得到 1

1

2
BN AB AA= − + ，

1 1B C AA AB AC= − − + ，然后根据数量积的运算

律计算即可； 

（2）利用数量积的运算律得到
1 1A B B C ，然后求夹角的余弦值即可. 

【小问 1 详解】 

因为 1CA CB= = ， 90BCA = ，所以 1 1 2AB = + = ， 

( ) ( )1 1BN B C AB AN BB BC = − +  − +  
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( )1 1

1

2
AB AA AA AB AC

 
= − +  − − + 
 

 

2 2

1

1

2
AB AB AC AA= −  −  

21
2 2 cos 45 2

2
= −  −   

1= − . 

【小问 2 详解】 

( ) ( )1 1 1 1A B B C AA AB AA AB AC = − +  − − +  

2 2

1AA AB AB AC= − +   

4 2 1= − +  

3= ， 

因为 1 1 1ABC A B C− 为直棱柱，所以 1AA AB⊥ ， 1BB BC⊥ ， 

所以
1 4 2 6A B = + = ，

1 4 1 5B C = + = ， 

设直线 1A B 与直线 1B C 所成角为 ， 

所则
1 1

1 1

1 1

3 30
cos cos ,

106 5

A B B C
A B B C

A B B C



= = = =


. 

19. 【答案】（1）见解析；（2）
1

3
；（3）

2 2

3
. 

【分析】 

（1）首先建立空间直角坐标系，证明
1 1 0D E A D = ； 

（2）求平面 1ACD 的法向量，利用点到平面的距离的向量公式代入求解； 

（3）求平面 1AD E 与平面 1ACD 的法向量，利用法向量求二面角夹角的余弦值. 

【详解】（1）如图，以 DA， DC ， 1DD 为 , ,x y z 轴的正方形建立空间直角坐标系，建立空间直角坐标

系， 

( )1 0,0,1D ， ( )1,1,0E ， ( )1 1,0,1A ， ( )0,0,0D   
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( )1 1,1, 1D E = − ， ( )1 1,0, 1A D = − − ， ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 0 1 1 0D E A D =  − +  + −  − = ， 

所以 1 1D E A D⊥ ； 

（2） ( )1,0,0A ， ( )0,2,0C ， ( )1 0,0,1D ， ( )1,1,0E ， 

( )1,2,0AC = − ， ( )1 1,0,1AD = − ， ( )0,1,0EA =   

设平面 1ACD 的法向量为 ( ), ,n x y z= ， 

则
1

0

0

n AC

n AD

  =


 =
，即

2 0

0

x y

x z

− + =

− + =

，令 1,y = 则 2, 2x z= = ， 

所以 ( )2,1,2n = ， 

则点 E 到平面 1ACD 的距离
2 2 2

1 1

32 1 2

EA n
d

n


= = =

+ +
； 

（3）由（1）可知 1 1A D D E⊥ ， 

又 1AD AA= ， 1 1A D AD ⊥ ，且 1 1 1AD D E D= ， 

1A D ⊥平面 1AD E ， ( )1 1,0, 1A D = − − 是平面 1AD E 的法向量， 

( ) ( )
1

1

1

2 1 2 1 2 2
cos ,

33 1 1

n A D
n A D

n A D

 − +  −
 = = = −

 +
， 

平面 1AD E 与平面 1ACD 夹角是锐角， 

所以平面 1AD E 与平面 1ACD 夹角的余弦值为
2 2

3
. 

【点睛】思路点睛：本题第二问涉及点到平面的距离，1.可以采用等体积转化求解；2.利用向量法，直接

代入公式求解；3.几何法，确定点在平面内的射影，或是利用面面垂直，点到交线的距离就是点到平面的

距离. 

20. 【答案】（1）证明见解析     

（2）1    （3）存在，
2

3

PG

PB
= . 

【分析】（1）由线面垂直的性质有 PA CD⊥ ，又 AD CD⊥ ，根据线面垂直的判定即可证结论； 

（2）构建以 A 为原点，建立空间直角坐标系，根据已知确定对应点坐标，求出平面 AEF 的法向量，应用

向量法求线面角的正弦值； 

（3）设 PG PB= ，根据点共面，利用 AG 与平面 AEF 一个法向量垂直，由向量垂直的坐标表示求 ，

即可确定结果. 

【小问 1 详解】 

由 PA ⊥平面 ABCD，CD 平面 ABCD，则 PA CD⊥ ， 
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又 AD CD⊥ ， PA AD A = ， ,PA AD 平面 PAD ，所以CD ⊥平面 PAD . 

【小问 2 详解】 

以 A为原点，平面 ABCD内与 AD 垂直的直线为 x轴， ,AD AP的正方向为 y轴，z轴建立如图所示的空

间直角坐标系 A xyz− ， 

 

则有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 2 2 2 0 0 2 0 , 2, 1,0, , , , , , , , , , ,A P C D B − ， 

E 为 PD的中点，
1

3
PF PC= ，得 ( )0,1,1E ，

2 2 4
, ,

3 3 3
F
 
 
 

， 

则有 ( )0,1,1AE = ，
2 2

, ,
3 3 3

AF
 

=  
 

， ( )2,2, 2PC = − ， ( )2, 1, 2PB = − − ， 

设平面 AEF 的一个法向量为 ( ), ,m x y z= ，则

0

2 2 4
0

3 3 3

AE m y z

AF m x y z

  = + =



 = + + =


， 

令 1y = ，则 1, 1x z= = − ，得 ( )1,1, 1m = − ， 

设直线 PC 与面 AEF 所成角为 ，则有
6

sin cos , 1
2 3 3

PC m
PC m

PC m



= = = =


， 

所以直线 PC 与面 AEF 所成角的正弦值为 1. 

【小问 3 详解】 

若线段 PB 上存在点G 使A 、 E 、 F 、G 四点共面，设
PG

PB
= ， 0 1≤ ≤ ， 

则 ( )2 , , 2PG PB   = = − − ， ( )2 , , 2 2AG AP PG   = + = − − ， 

若A 、 E 、 F 、G 四点共面，则 AG 在平面 AEF 内， 

又平面 AEF 的一个法向量为 ( )1,1, 1m = − ，则有 2 2 2 0AG m    = − + − = ，解得
2

3
 = . 

所以线段 PB 上存在点G ，使得A 、 E 、 F 、G 四点共面，此时
2

3

PG

PB
= . 

21. 【答案】（1）答案见解析     

（2）
42

7
. 
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【分析】（1）分两种情况得出 a的所有可能值以及相应的 的个数； 

（2）先根据已知得出 : 1: 2, : 1: 3, : 1: 4AD DB AE EC AF FD= = = ，再计算求得余弦值. 

【小问 1 详解】 

①情形一：分别取 , ,AB AC AD 的中点 , ,M E F ， 

 

由中位线性质可知
2

2
DE EF= = ， 

此时平面 DEF 为Ω的一个 1 阶等距平面， 

b 为正四面体高的一半，等于
1 6 3

2
2 3 3
  = . 

由于正四面体有 4 个面，这样的 1 阶等距平面 平行于其中一个面，有 4 种情况； 

 

②情形二：分别取 , , ,AB AC CD DB 的中点 , , ,P Q R S  

将此正四面体放置到棱长为 1 的正方体中， 

则 a为正方体棱长的一半，等于
1

2
. 

由于正四面体的六条棱中有 3 组对棱互为异面直线， 

这样的 1 阶等距平面 平行于其中一组异面直线，有 3 种情况. 

综上，当 a的值为
3

3
时， 有 4 个；当 a的值为

1

2
时， 有 3 个. 

【小问 2 详解】 

在线段 , ,AB AC AD 上分别取一点 , ,M E F ， 

使得 : 1: 2, : 1: 3, : 1: 4AM MB AE EC AF FD= = = ，则平面  即为平面MEF . 
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如图，取 BD中点O ，连接 ,OC ，以O 为坐标原点， ,OC OD所在直线分别为 ,x y 轴，过点O 且与平面

BCD垂直的直线为 z 轴建立空间直角坐标系， 

6 2 3
,0,

6 3
A
 
  
 

，设

1 1 1 6 2 3 1 6 2 2 3 5 6 2 3
,0, , , , ,

4 3 4 3 3 3 6 2 3 36 6 18
ME AE AM AC AB

     
= − = − = − − − − − =          

     
， 

1 1 1 6 2 2 3 1 6 2 2 3 6 4 2 4 3
, , , , , ,

5 3 5 6 2 3 3 6 2 3 45 15 45
MF AF AM AD AB

     
= − = − = − − − − − − =          

     
， 

设平面MEF 法向量为𝑚⃗⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

所以
0

0

m MF

m ME

  =


 =

，即
4 3 2 2 0

5 2 3 2 0

x y z

x y z

 + + =


+ + =

， 

所以 ( )0,1, 6m = − ， 

又平面 BCD的法向量为 ( )0,0,1n = ， 

设平面 BCD与  夹角为  

所以
6 42

cos
71 6

m n

m n



= = =

 +
， 

所以平面 BCD与  夹角余弦值为
42

7
. 

 


