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北师大实验中学 2024-2025 学年第一学期高三统练（一） 

                           高三数学                      2024.10 

命题人：曹絮      审题人：黎宁 

本试卷共 4页，共 150分.考试时长 120 分钟.考生务必将答案答在答题纸上，在试卷上作

答无效. 

一、选择题：共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分，在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项. 

1．已知集合 = − − A x x x{ | 3 10 0}2 ， = − B x x{ |1 0}，则 =A B (  )  

A．  x x{ |1 5}  B． −  x x{ | 2 1}  C．  x x{ |1 2} D． −  x x{ | 5 1}  

2．设 = = =a b c
4 3

( ) , ( ) , log (log 4)
3 4

4

3 3

0.50.5 ，则 (  )  

A．  c b a  B．  c a b  C．  a b c  D．  a c b  

3．若实数 a、b 满足  a b 02 2 ，则下列不等式中成立的是 (  )  

A． a b  B． a b2 2   

C． a b| |  D． a blog log2 2

2 2  

4．若函数

 +  
= =

 − 

x x

f x x

x x

1, 0

( ) 0, 0,

1, 0,

则“ + x x 01 2
”是“ + f x f x( ) ( ) 01 2

”的 (  )  

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件  

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件 

5．已知复数 z 的共轭复数是 + i1 ，则复数
− i

z

2
在复平面内对应的点在 (  )  

A．第一象限 B．第二象限 C．第三象限 D．第四象限 

6．已知 f x( )是偶函数，它在 +[0, ) 上是增函数．若 f lgx f( ) (1) ，则 x 的取值范围是 (  )  

A．
10

( ,1)
1

 B． +
10

(0, ) (10, )
1

  

C．
10

( ,10)
1

 D． (0 ，1) (10， +)  
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7．函数 = + −−f x e e xx x( ) ( )sin 2在 −[ 2,2]上的最大值和最小值分别为M ，N ，则 + =M N (  )  

A． −4  B．0 C．2 D．4 

8．已知 f x( ) 是定义在 R 上的奇函数， g x( ) 是定义在 R 上的偶函数，且 + =f x g x ex( ) ( ) ，则

+f x g x2 ( ) 4 ( ) 的最小值是 (  )  

A．2 B． 2 3  C．4 D． 2 5  

9．某渔场鱼群的最大养殖量为m 吨，为保证鱼群的生长空间，实际的养殖量 x 要小于m ，留出

适当的空闲量，已知鱼群的年增长量 y（吨）和实际养殖量 x（吨）与空闲率（空闲量与最大养

殖量的比值叫空闲率）的乘积成正比（设比例系数 k 0），则鱼群年增长量的最大值为 (  )  

A．
mk

2
 B．

mk

4
 C．

m

2
 D．

m

4
 

10．英国物理学家牛顿用“作切线”的方法求函数的零点时，给出的“牛顿数列”在航空航天

中应用广泛．若数列 xn{ }满足


= −+
f x

x x
f x

n

n n

n

( )

( )
1

，则称数列 xn{ }为牛顿数列．若 =
x

f x( )
1
，数列 xn{ }

为牛顿数列，且 =x 11
， xn 0，数列 xn{ }的前 n 项和为 Sn

，则满足 Sn 2024 的最大正整数 n 的

值为 (  )  

A．10 B．11 C．12 D．13 

 

二、填空题：共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分. 

11．等比数列 an 的前 n 项和为 Sn ，已知 S1 ， S2 2 ， S3 3 成等差数列，则 an 的公比

为           ． 

12．能够说明“设 a，b ，c 是任意实数，若  a b c，则 ac bc”是假命题的一组整数 a，b ，

c 的值依次为      ． 

13．已知函数 =y f x( ) 是定义域为 R 的奇函数，且 − =f ( 1) 0．若对任意的 x1
、  +x (0, )2

且

x x1 2
，都有

−


−

x x

x f x x f x
0

( ) ( )

2 1

1 2 2 1 成立，则不等式 f x( ) 0 的解集是      ．  

14．已知函数 = + +f x lg x ax( ) ( 1)2 在区间 − −( , 2)上单调递减，则 a的取值范围为      ． 

15． 华人数学家李天岩和美国数学家约克给出了“混沌的数学定义，由此发展的混沌理论在生

物学、经济学和社会学领域都有重要作用．在混沌理论中，函数的周期点是一个关键概念，定

义如下：设 f x( )是定义在 R 上的函数，对于 x R0
，令 = =−x f x nn n( )( 11

，2，3， )，若存在

正整数 k 使得 =x xk 0
，且当  j k0 时， x xj 0 ，则称 x0

是 f x( ) 的一个周期为 k 的周期点，给
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出下列四个结论： 

①若 = −f x x( ) 2 1，则 f x( ) 存在唯一一个周期为 1 的周期点； 

②若 = −f x x( ) 2(1 ) ，则 f x( )存在周期为 2 的周期点； 

③若


−

=





x x

f x

x x

2
2(1 ),

1
( )

2
2 ,

1

，则 f x( )存在周期为 3 的周期点； 

④若 = −f x x x( ) (1 ) ，则对任意正整数 n，
2

1
都不是 f x( ) 的周期为 n的周期点． 

其中所有正确结论的序号是      ． 

 

三、解答题：共 6 小题，共 85 分，解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程. 

16．（本小题 13 分）已知 an{ }是等差数列， =a 11
，且 a1

， a3
， a9

成等比数列． 

（1）求数列 an{ }的公差； 

（2）求数列 an{2 }的前 n项和 Sn
． 

 

17．（本小题 13 分）已知函数 = − + −f x a x lnx a x a( ) ( ) (1 2 ) ( 0)2 2 ． 

（Ⅰ）若 =x 1是函数 =y f x( ) 的极值点，求 a的值； 

（Ⅱ）求函数 =y f x( ) 的单调区间． 

 

18．（本小题 14 分）随着“中华好诗词”节目的播出，掀起了全民诵读传统诗词经典的热潮．某

社团为调查大学生对于“中华诗词”的喜好，从甲、乙两所大学各随机抽取了 40 名学生，记录

他们每天学习“中华诗词”的时间，并整理得到如下频率分布直方图： 

 

根据学生每天学习“中华诗词”的时间，可以将学生对于“中华诗词”的喜好程度分为三个等

级： 

学习时间 t （分钟 / 天） t 20  t20 50  t 50  

等级 一般 爱好 痴迷 
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（Ⅰ）从甲大学中随机选出一名学生，试估计其“爱好”中华诗词的概率； 

（Ⅱ）从两组“痴迷”的同学中随机选出 2 人，记 为选出的两人中甲大学的人数，求 的分

布列和数学期望 E( )； 

（Ⅲ）试判断选出的这两组学生每天学习“中华诗词”时间的平均值 甲X 与 乙X 的大小，及方差 甲S 2

与 乙S 2 的大小．（只需写出结论） 

 

19．（本小题 15 分）已知椭圆 + =  
a b

a bC
x y

: 1( 0)
2 2

2 2

的离心率为
2

1
，长轴的左端点为 −A( 2,0) ． 

（Ⅰ）求C 的方程； 

（Ⅱ）过椭圆C 的右焦点的任一直线 l 与椭圆C 分别相交于M ， N 两点，且 AM ， AN 与直线

=x 4分别相交于 D ， E 两点，求证：以DE 为直径的圆恒过 x 轴上定点，并求出定点． 

 

20.（本小题 15 分）已知函数 = − − −f x e ax xx( ) 2 2 22
 

（Ⅰ）求曲线 =y f x( )在点 f(0, (0)) 处的切线方程；  

（Ⅱ）当 a 0时，求证：函数 f x( ) 有且只有一个零点； 

（Ⅲ）当 a 0时，写出函数 f x( ) 的零点的个数.（只需写出结论） 

 

21.（本小题 15 分）无穷数列 an 满足： a1 为正整数，且对任意正整数 n， +an 1 为前 n 项

a a an, , ,1 2 中等于 an 的项的个数. 

（Ⅰ）若 =a 21 ，请写出数列 an 的前 7 项； 

（Ⅱ）求证：对于任意正整数 M，必存在 N k ，使得 a Mk ； 

（Ⅲ）求证：“ =a 11 ”是“存在 N m ，当 n m 时，恒有 +a an n2 成立”的充要条件. 
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北师大实验中学 2024-2025 学年第一学期高三统练（一） 

参考答案 
一、选择题共 10 小题，每小题 4分，共 40 分，在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项． 

1．A  2．B   3．D   4．C   5．D   6．B    7．A    8．B    9．B    10．A 

二、填空题 5 小题，每小题 5分，共 25分．  

11. 
3

1
                    12．如： 2− ， 1− ，0（答案不唯一）        

13． ( 1− ， 0) (1， )+     14． (−，
5

]
2

            15． ①③④ 

注： 15 题不选、错选 0 分，少选 3 分，选全对 5 分 

三、解答题共 6小题，共 85分，解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16．（本小题 13 分） 

解：（1）设{ }na 的公差为 d ，则由题意， 2(1 2 ) 1 8d d+ = + ， 

解得 1d = 或 0d = ． 

（2）由（1）得数列{ }na 的通项公式为 1na = 或
na n= ． 

由于 2 2na
= 或 2 2na n= ， 

由等比数列前 n项和公式得 2nS n= 或 12(1 2 )
2 2

1 2

n
n

nS +−
= = −

−
． 

 

17．（本小题 13 分） 

解：（Ⅰ）函数 2 2( ) ( ) (1 2 ) ( 0)f x a x lnx a x a= − + − 的定义域为 (0, )+ ， 

21 (2 1)( )
( ) (2 ) 1 2

ax x a
f x a x a

x x

+ −
 = − + − = ， 

因为 1x = 是函数 ( )y f x= 的极值点， 

所以 f （1） 0= ，即 (2 1)(1 ) 0a a+ − = ， 0a ， 

解得 1a = ，经检验知，当 1a = 时， 1x = 是函数 ( )y f x= 的极值点， 

所以 1a = ． 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知
(2 1)( )

( )
ax x a

f x
x

+ −
 = ， 0a ， 

当 0a = 时， ( ) 0f x  ，所以函数 ( )f x 的单调递增区间为 (0, )+ ，无减区间； 

当 0a  时，当0 x a  时， ( ) 0f x  ，当 x a 时， ( ) 0f x  ， 

所以函数 ( )f x 的递减区间为 (0, )a ，增区间为 ( , )a + ． 

综上，当 0a = 时，函数 ( )f x 的单调递增区间为 (0, )+ ，无减区间； 

当 0a  时，函数 ( )f x 的递减区间为 (0, )a ，增区间为 ( , )a + ． 

 

18．（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ） 由图知，甲大学随机选取的 40 名学生中， 

“爱好”中华诗词的频率为 (0.030 0.020 0.015) 10 0.65+ +  = ， 

所以从甲大学中随机选出一名学生，“爱好”中华诗词的概率为 0.65．  

（Ⅱ） 甲大学随机选取的 40 名学生中“痴迷”的学生有 40 0.005 10 2  = 人， 
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乙大学随机选取的 40 名学生中“痴迷”的学生有 40 0.015 10 6  = 人， 

所以，随机变量 的取值为 0 = ，1，2． 

所以
0 2

2 6

2

8

15
( 0)

28

C C
P

C
 = = = ，

1 1

2 6

2

8

3
( 1)

7

C C
P

C
 = = = ，

2 0

2 6

2

8

1
( 2)

28

C C
P

C
 = = = ． 

所以 的分布列为： 

  0 1 2 

P  15

28
 

3

7
 

1

28
 

 的数学期望为
15 3 1 1

( 0) 0 1 2
28 7 28 2

E  = =  +  +  = ． 

（Ⅲ） X X 乙甲 ， 2 2S S甲 乙． 

 

19．（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）因为椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)
x y

C a b
a b

+ =   的离心率为
1

2
，长轴的左端点为 ( 2,0)A − ， 

所以
1

, 2
2

c
a

a
= = ，得 3b = ， 

所以椭圆C 的方程：
2 2

1
4 3

x y
+ = ； 

（Ⅱ）证明：椭圆右焦点坐标为 (1,0)，由题直线斜率不为零，设直线 l 方程为 1x my= + ， 

设
1(M x ，

1)y ，
2(N x ，

2 )y ， 

由题，联立方程组 2 2

1

1
4 3

x my

x y

= +



+ =


，消去 x 得 2 2(3 4) 6 9 0m y my+ + − = ， 

所以
1 2 1 22 2

6 9
,

3 4 3 4

m
y y y y

m m

− −
+ = =

+ +
，直线 1

1

: ( 2)
2

y
AM y x

x
= +

+
，得 1

1

6
(4, )

2

y
D

x +
， 

同理，直线 2

2

: ( 2)
2

y
AN y x

x
= +

+
，得 2

2

6
(4, )

2

y
E

x +
，设 x 轴上一点 ( ,0)P t ，则 1

1

6
(4 , )

2

y
PD t

x
= −

+
，同理得：

2

2

6
(4 , )

2

y
PE t

x
= −

+
， 

所以 21 2 1 2

1 2 1 2

6 6 36
(4 , ) (4 , ) (4 )

2 2 ( 2)( 2)

y y y y
PD PE t t t

x x x x
 = −  − = − +

+ + + +
， 

因为
1 2 1 2( 2)( 2) ( 3)( 3)x x my my+ + = + + ，所以 

2 2 21 2

2 2 2

1 2

36 36 ( 9)
(4 ) (4 ) (4 ) 9 0

( 3)( 3) 9 18 27 36

y y
PD PE t t t

my my m m m

 −
 = − + = − + = − − =

+ + − − + +
, 

解得： 4 3t − =  ，即 1t = 或 7t = ， 

所以以DE 为直径的圆恒过 x 轴上定点，定点分别为 (1,0)， (7,0)． 

 

20. （本小题 15 分） 
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（Ⅰ）因为函数
2( ) 2 2 2xf x ax x= − − −e ，所以 '( ) 2 2 2xf x ax= − −e ，    

      故 (0) 0f = ， '(0) 0f =  ，曲线 ( )y f x= 在 0x = 处的切线方程为 0y =         

（Ⅱ）当 0a  时，令 ( ) '( ) 2 2 2xg x f x ax= = − −e ，则 '( ) 2 2 0xg x a= − e  

故 ( )g x 是R 上的增函数. 由 (0) 0g = ，          

故当 0x  时， ( ) 0g x  ，当 0x  时， ( ) 0g x  . 

即当 0x  时， '( ) 0f x  ，当 0x  时， '( ) 0f x  . 

   故 ( )f x 在 ( ,0)− 单调递减，在 (0, )+ 单调递增.          

函数 ( )f x 的最小值为 (0)f  ，由 (0) 0f = ，故 ( )f x 有且仅有一个零点.                  

（Ⅲ）当0 1a  时， ( )f x 有两个零点.         

当 1a = 时， ( )f x 有一个零点；        

   当 1a  时， ( )f x 有两个零点.             

 

21. （本小题 15 分） 

（Ⅰ）若 1 2a = ，则数列{ }na 的前 7 项为 2，1，1，2，2，3，1  

（Ⅱ）证法一 

假设存在正整数M ，使得对任意的 *kN ， ka M .   

由题意， {1, 2,3,..., }ka M ，故数列{ }na 多有M 个不同的取值 

      考虑数列{ }na 的前 2 1M + 项： 1a ， 2a ， 3a ，…， 2 1M
a

+
 

   其中至少有 1M + 项的取值相同，不妨设
1 2 1Mi i ia a a

+
= =  =  

   此时有：
1 1 1

Mi
a M M

+ + = +  ，矛盾.  

   故对于任意的正整数M ，必存在 *kN ，使得 ka M .   

（Ⅱ）证法二 

假设存在正整数M ，使得对任意的 *kN ， ka M .   

由题意， {1, 2,3,..., }ka M ，故数列{ }na 多有M 个不同的取值 
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      对任意的正整数m ，数列{ }na 中至多有M 项的值为m ，事实上若数列{ }na 中至少有 1M + 项的值

为m ，其 1M + 项为
1 2 3 1 1
, , , , , ,

M M Mi i i i i ia a a a a a
− +

   ，此时有：
1 1 1

Mi
a M M

+ + = +  ，矛盾.  

   故数列{ }na 至多有 2M 项，这与数列{ }na 有无穷多项矛盾. 

故对于任意的正整数M ，必存在 *kN ，使得 ka M .  

 

（Ⅲ）充分性： 

若 1 1a = ，则数列{ }na 的项依次为 

1，1，2，1， 3，1， 4 ，1，…， 2k − ，1， 1k − ，1， k ，1，… 

特别地，数列{ }na 的通项公式为 

, 2 1

1, 2
n

k n k
a

n k

= −
= 

=
，即

1
, 2 1

2

1, 2
n

n
n k

a

n k

+
= −

= 
 =

 

故对任意的 *nN  

（1）若n为偶数，则 2 1n na a+ = =  

（2）若n为奇数，则 2

3 1

2 2
n n

n n
a a+

+ +
=  =  

综上， 2n na a+  恒成立，特别地，取 1m = 有当n m 时，恒有 2n na a+  成立 

   必要性： 

   方法一 

假设存在 1a k= （ 1k  ），使得“存在m N ，当n m 时，恒有 2n na a+  成立” 

则数列{ }na 的前 2 1k + 项为 

   k ，

2 1

1,1,2,1,3,1,4,...,1, 2,1, 1,1,

k

k k k

−

− −

项

，

2 3

2,2,3,2,4,2,5,..., 2, 2,2, 1,2,

k

k k k

−

− −

项

，

2 5

3,3,4,3,5,3,6,...,3, 2,3, 1,3,

k

k k k

−

− −

项

，   ，

5

2, 2, 1, 2,k k k k k− − − −

项

，

3

1, 1,k k k− −

项

， k  

   后面的项顺次为 

   

2

1,1, 1,2, 1,3,..., 1, 2, 1, 1, 1,

k

k k k k k k k k k+ + + + − + − +

项

， 

2

2,1, 2,2, 2,3,..., 2, 2, 2, 1, 2,

k

k k k k k k k k k+ + + + − + − +

项

， 
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2

3,1, 3,2, 3,3,..., 3, 2, 3, 1, 3,

k

k k k k k k k k k+ + + + − + − +

项

， 

… 

2

,1, , 2, ,3,..., , 2, , 1, ,

k

k t k t k t k t k k t k k t k+ + + + − + − +

项

， 

… 

故对任意的 1,2,3,..., 2, 1,s k k k= − − ， *tN  

2

2

1 2( 1) 2 1

1 2( 1) 2

k t k s

k t k s

a k t

a s

+ + − + −

+ + − +

= +


=

 

对任意的m ，取 1
2

m
t

k

 
= + 
 

，其中[ ]x 表示不超过 x 的最大整数，则2kt m  ，令 2 1 2n k kt= + + ，

则 n m ，此时 na k= ， 2 1na + =  

有 2n na a + ，这与 2n na a + 矛盾，故若存在m N ，当n m 时，恒有 2n na a+  成立，必有 1 1a =                                          

方法二 若存在m N ，当n m 时， 2n na a+  恒成立，记  1 2max , , , ma a a s= . 

由第（2）问的结论可知：存在 k N ，使得 ka s （由 s 的定义知 1k m + ） 

不妨设 ka 是数列 na 中第一个．．．大于等于 1s + 的项，即 1 2 1, , , ka a a − 均小于等于 s.  

则 1 1ka + = .因为 1k m−  ，所以 1 1k ka a+ − ，即 11 ka − 且 1ka − 为正整数，所以 1 1ka − = .
 

记 1ka t s=  + ，由数列 na 的定义可知，在 1 2 1, , , ka a a − 中恰有 t 项等于 1. 

假设 1 1a  ，则可设
1 2

1
ti i ia a a= = = = ，其中 1 21 1ti i i k    = − ， 

考虑这 t 个 1 的前一项，即
1 21 1 1, , ,

ti i ia a a− − − ， 

因为它们均为不超过 s 的正整数，且 1t s + ，所以
1 21 1 1, , ,

ti i ia a a− − − 中一定存在两项相等， 

将其记为 a，则数列 na 中相邻两项恰好为（a，1）的情况至少出现 2 次，但根据数列 na 的定义可知：

第二个 a 的后一项应该至少为 2，不能为 1，所以矛盾！  

故假设 1 1a  不成立，所以 1 1a = ，即必要性得证！ 

   综上，“ 1 1a = ”是“存在m N ，当n m 时，恒有 2n na a+  成立”的充要条件. 
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