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2024北京朝阳六校联考高三 9月考 

数    学 

2024.9 
（考试时间 120 分钟  满分 150 分） 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

（1）已知集合 = = −  A B x x0,1,2,3,4 , 1 3 ，则 =A B （    ） 

（A） 1, 2        （B） 1, 2,3         （C） 0,1, 2          （D） 0,1, 2,3  

（2）下列函数在区间 0,1)( 上为增函数的是（    ） 

（A） = −y x1  （B） = −y x x22
 （C） =y x  （D） =

x
y

1
 

（3）在平面直角坐标系 xOy 中，角 与角  均以 x轴的非负半轴为始边，终边关于原点O 对称.若角 的

终边与单位圆⊙O 交于点 ,−P
3 3

( )
2 5

，则 =cos （    ） 

（A）
3

2
 （B）−

3

2
 （C）

3

5
 （D） −

3

5
 

（4）已知 − =m nlog log 12 2 ，则（    ） 

（A） =mn 2      （B） − =m n 2        （C） =m n2         （D） =m n2  

（5）已知 a b, 0且 =ab 2，则 + +a b( 1)( 2) 的最小值为（    ） 

（A）4 （B）6 （C） 2 2  （D）8 

（6）已知函数 f x( ) 是定义在 +[0, )上的增函数，则满足
 
 − 
 

f x f
3

(2 1)
1

的 x的取值范围是（    ） 

（A）
 
 
 

3 3
,

1 2
 （B）

 
 
 

3 3
,

1 2
 （C）

 
 
 

2 3
,

1 2
 （D）

 
 
 

2 3
,

1 2
 

（7）若 、 Ra b ，则“ a b2 2 ”成立是“ −  −a a b b2 cos 2 cos ”成立的（    ）条件 

（A）充分不必要 （B）必要不充分 

（C）充要 （D）既不充分也不必要 

（8）已知函数 = + −    f x x x x
2

( ) cos sin cos ( 1)
12

的一个零点是
2

π
，且 f x( ) 在

 
 −
 

6 16
,
ππ

上单调，则

= （    ） 

（A）
4

5
 （B）

4

7
 （C）

4

9
 （D）

4

11
 

（9）成书于约两千多年前的我国古代数学典籍《九章算术》中记载了通过加减消元求解 n元一次方程组的

算法，直到拥有超强算力计算机的今天，这仍然是一种效率极高的算法.按照这种算法，求解n元一次方程
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组大约需要对实系数进行 C n3 (C 为给定常数)次计算.1949 年，经济学家莱昂提夫为研究“投入产出模

型”(该工作后来获得 1973 年诺贝尔经济学奖)，利用当时的计算机求解一个 42 元一次方程组，花了约 56

机时.事实上，他的原始模型包含 500 个未知数，受限于机器算力而不得不进行化简以减少未知数.如果不

进行化简，根据未知数个数估计所需机时，结果最接近于（    ） 

（A）103 机时 （B）104 机时 （C）105 机时 （D）106 机时 

（10）已知函数 = − ++f x x kx kxe 1)( ，有且只有一个负整数 x0 ，使 ≤f x 00 )( 成立，则 k 的取值范围是

（    ） 

（A）
 


 

3e 2
,

2 1
 （B）

 


 

2
0,

1
 （C） 0,1(  （D）

 
 
 

3e 2
,

2 1
 

第二部分（非选择题  110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

（11）已知 =
3

cos
2
，则 =cos2         ． 

（12）已知函数 = + f x x2sin )()( 的部分图象如图所示. 

 

①函数 f x)( 的最小正周期为           ； 

②将函数 f x)( 的图象向左平移 t t 0)( 个单位长度，得到函数 g x)( 的图象.若函数 g x)( 为偶函数，则 t

的最小值是         . 

（13）在 ABC 中，若 BC 边上的高为 a
3

1
，则 

+

bc

b c
2

)(
的一个取值为_________. 

（14）如图所示，将一矩形花坛 ABCD扩建为一个更大的矩形花坛 AMPN ，要求点 B 在 AM 上，点D 在

AN 上，且对角线MN 过点C ，已知 = =AB AD4, 3，当 =BM         时，矩形花坛 AMPN 的面积最

小． 

 

（15）已知函数

≤≤

  
   

 =

− −

f x
xf x

x x

2 2
, 2

1( )

1 2 3 ,1 2

，给出下列四个结论. 
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①若函数 y f x kx= −( ) 有 4 个零点，则实数 k的取值范围为
 
 
 

24 6
,

1 1
 

②关于 x的方程 N− = f x n
n2

( ) 0( )
1 *

有 +n2 4个不同的解 

③对于实数  +x [1, )，不等式 ≤−xf x2 ( ) 3 0恒成立 

④当 N −x nn n[2 ,2 ]( )1 * 时，函数 f x( ) 的图象与 x轴围成的图形的面积为   =
2 2

1 1
1 1

 

其中所有正确结论的序号是_______． 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题 14 分） 

已知函数 = − +f x x x x
2

sin cos 3 cos
32)( . 

（Ⅰ）求函数 f x)( 的最小正周期及单调递减区间； 

（Ⅱ）求函数 f x)( 在
 
 −
 π

12 3
,
π2

上的最值； 

（Ⅲ）若
 
 + =
 
f

4 3

2π
，求

 
 −
 


3
cos 2

π4
的值. 

 

（17）（本小题 13 分） 

函数
 
 = +  
 

   f x x
2

( ) sin( ) 0,
π

的部分图像如图所示. 

 

（Ⅰ）求 f x)( 的解析式； 

（Ⅱ）若 ≤
 
     − − − 
 

x f x mf x
4 4

, , 1 0
ππ 2

)()( 恒成立，求m的取值范围. 

 

 

（18）（本小题 14 分） 

在① =A Bsin 2 sin ，② =c 5 ，③ + − = −a b c ab22 2 2 这三个条件中选择两个，补充在下面问题中，

使得 ABC 存在且唯一，并解答补充完整后的问题． 

问题：在 ABC 中，已知内角 A B C, , 的对边分别为 ，，a b c ，且 =B
10

cos
3 10

，________，________，求

ABC 的面积． 
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注：如果选择的条件不符合要求，得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个解答计分． 

 

（19）（本小题 15 分） 

已知函数 = − +f x x ax xe ln e)( ． 

（Ⅰ）若 =a 0，求函数 f x)( 的零点. 

（Ⅱ）若
 
  
 

x
e

,1
1

0 使得 ≥f x 00 )( 成立，试求 a的取值范围： 

（Ⅲ）当 =
−

g x
f x a

xe

)(
)( 在点 A g1, 1 )( )( 处的切线与函数 = −y f x 2)( 的图象交于点 B 时，若Δ𝐴𝐵𝑂的面积

为 −e 1，试求 a的值． 

 

（20）（本小题 14 分） 

已知函数
x

f x =
x

( )
ln

． 

（Ⅰ）求 f x( ) 在 a a[2, ]( 2) 上的最小值； 

（Ⅱ）若关于 x的不等式 + f x mf x( ) ( ) 02
有且仅有三个整数解，求实数m的取值范围． 

 

（21）（本小题 15 分） 

对于由有限个自然数组成的集合 A，定义集合 = +  S A a b a A b A( ) { | , }，记集合 S A( ) 的元素个数

为 d S A( ( ))．定义变换T ，变换T 将集合 A变换为集合 =T A A S A( ) ( ) . 

（Ⅰ）若 =A {0,1,2}，求 S A( ) ，T A( ) ； 

（Ⅱ）若集合 A有 n个元素，证明：“ = −d S A n( ( )) 2 1 ”的充要条件是“集合 A中的所有元素能组成公差不

为 0 的等差数列”； 

（Ⅲ）若 ，，，，，，，A {1 2 3 4 5 6 7 8}且 ，，，，  T T A{1,2 3 ... 25 26} ( ( )) ，求元素个数最少的集合 A． 
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参考答案 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1．【答案】C 

【分析】利用交集的概念计算即可. 

【详解】根据交集的概念可知 =A B 0,1, 2 。 

故选：C 

2．【答案】C 

【分析】根据基本函数的单调性即可判断. 

【详解】对于 A， = −y x1 在 0,1)( 上单调递减，故 A 错误； 

对于 B， = −y x x22 在 0,1)( 上单调递减，故 B 错误； 

对于 C， =y x 在 0,1)( 上单调递增，故 C 正确； 

对于 D， =
x

y
1
在 0,1)( 上单调递减，故 D 错误. 

故选：C. 

3．【答案】B 

【分析】根据对称可得 ,−P
3 3

( )
2 5

，进而根据三角函数的定义即可求解. 

【详解】角 与角  终边关于原点O 对称，且若角 的终边与单位圆⊙O 交于点 ,−P
3 3

( )
2 5

，所以角  的

终边与单位圆⊙O 交于点 ,−P
3 3

( )
2 5

， 

故 =cos −
3

2
， 

故选：B 

4．【答案】D 

【分析】根据对数运算求得正确答案. 

【详解】依题意， − = =
n

m n
m

log log log 12 2 2 ，所以 = =
n

m n
m

2, 2 . 

故选：D 

5．【答案】D 

【分析】根据给定条件，利用基本不等式求出最小值. 

【详解】 a b, 0且 =ab 2，则 + + = + + + = + +  +  =a b ab a b a b a b( 1)( 2) 2 2 4 2 4 2 2 8， 

当且仅当 =a b2 ，即 = =a b1, 2 时取等号， 

所以当 = =a b1, 2 时， + +a b( 1)( 2) 的最小值为 8. 

故选：D 
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6．【答案】D 

【分析】利用函数的定义域及单调性计算即可. 

【详解】由题意可知


 − 


 − 

x

x

3
2 1

1

2 1 0

，解不等式得
 
 
 

x
2 3

,
1 2

. 

故选：D 

7.【答案】D 

【分析】先对“ −  −a a b b2 cos 2 cos ”进行化简，再根据充分条件和必要条件定义判断即可. 

【详解】设函数 = −f x x x( ) 2 cos ，可得 = + f x x( ) 2 sin 0恒成立， 

所以 f x( ) 在R 上为增函数，由 −  −a a b b2 cos 2 cos ，所以 f a f b( ) ( ) ，可得 a b . 

又“ a b2 2 ”无法推得“ a b ”， “ a b ”也无法推得“ a b2 2 ”， 

所以“ a b2 2 ”成立是“ −  −a a b b2 cos 2 cos ”成立的既不充分也不必要条件. 

故选：D. 

8．【答案】B 

【分析】利用三角函数的零点和单调区间求解即可. 

【详解】
 
 = + − = + = +
 

     f x x x x x x x
2 2 2 2 4

( ) cos sin cos sin 2 cos 2 sin 2
π1 1 1 22 ， 

函数的一个零点是
2

π
，故

 
 = + =
 
f

2 2 4
0π( ) sin

π2π
， + =  k k

4
, Zππ

π
, 

所以 = −  k k
4

, Z
1

， 

f x( ) 在
 
 −
 

6 16
,
ππ

上单调，
 
  −
 

x
6 16

, ,
ππ

则
 
 +  − + +
 


 

x
4 3 4 8 4

2 ,
πππππ

， 

故


− +  − +
 


+  +






k

k

k

3 4 2
π

πππ
, Z

8 4 2
π

πππ

，解得


  −
 

  +





k
k

k

4
3

9 , Z

8 2

， 

且  1，故  1 2， 

结合 = −  k k
4

, Z
1

 

故 =
4

7
 

故选：B 

9．【答案】C 

【分析】设 1 机时能进行 a 次计算，由题意得  C a42 563 ,设所需机时为 t，得出  C ta5003 ,两式相比,可

得  t
42

56500
3

3

,化间计算可得答案. 

【详解】设 1 机时能进行 a 次计算，则由题意得  C a42 563 ， 
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原始模型包含 500 个未知数，如果不进行化简，设所需机时为 t， 

则  C ta5003 ,故


  = =   


t
3 7 132342

56 10 0.94 10500 5 10 1250
3 23

5 5
3 3 6

 , 

故结果最接近于105 机时, 

故选:C 

10．【答案】A 

【分析】根据题意，将问题转化为  −+x kx kxe 1 有且只有一个负整数解，分别构造 = +g x x xe 1)( 与

= −h x k x 1)()( ，做出函数图像，结合图像可得
 −  −

 −  −

g h

g h

2 2

1 1

)()(

)()(
，即可求解. 

【详解】 

   

已知函数 = − ++f x x kx kxe 1)( ， 

则    −+f x x kx kx0 e 1)( 有且只有一个负整数解， 

令 = +g x x xe 1)( ，则  = + +g x x x1 e 1)()( ， 

当  −x 1时， g x 0)( ，当  −x 1时， g x 0)( ， 

所以 g x)( 在 − −, 1)( 上单调递减，在 − +1, )( 上单调递增， 

当 = −x 1时， g x)( 取得最小值为 − = −g 1 1)( ， 

且 →−x 时， →g x 0)( ， →+x 时， → +g x)( ， 

设 = − = −h x kx k k x 1)()( ，则h x)( 恒过点 1,0)( ， 

在同一坐标系中分别做出 =y g x)( 与 =y h x)( 图像，如图所示， 

显然 = −x 10 ，由题意可得
 −  −

 −  −

g h

g h

2 2

1 1

)()(

)()(
，解得


−  −


−  −

k

k

e
3

2

1 2

， 

所以  k
3e 2

2 1
，即 k 的取值范围是

 


 

3e 2
,

2 1
. 

故选：A 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11．【答案】 −
9

1
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12．【答案】     
2

π3
；



4
 . 

【分析】由函数图象结合五点法，求函数解析式得最小正周期，利用图象平移得函数 g x)( 的解析式，由函

数为偶函数，求 t 的最小值. 

【详解】①由函数 = + f x x2sin )()( 的部分图象可得函数的图象经过点 0,1)( ， 

故有  =2sin 1，结合图象由五点法可得 =
6

π
，

 
 = +
 
f x x

6
2sin

π
)( . 

再把点
 
 −
 

4
, 1

π3
代入，可得

 
 + = −
  π

4 6
2sin 1

π3
，即

 
 + = −
 

4 6 2
sin

1ππ3
. 

结合图象由五点法可得 + =


4 6 6

π7ππ3
，∴ =

3

4
， 

故函数
 
 = +
 

f x x
3 6

2sin
π4

)( 的最小正周期为
=

3

24

π3π2

； 

②将函数
 
 = +
 

f x x
3 6

2sin
π4

)( 的图象向左平移 t t 0)( 个单位长度， 

得到函数
 
 = + +
 

g x x
t

3 3 6
n

π
2si

4 4
)( 的图象， 

若函数 g x)( 为偶函数，则 Z+ = + k k
t π

3 6 2

4 π
π )( ，即 = +t

k

4 4

ππ3
， Zk . 

则正数 t 的最小值是


4
，此时， =k 0 . 

故答案为：
2

π3
；



4
. 

13. 【答案】答案不唯一，填写 +[4, 13 2]内的任意值都可以. 

由三角形面积公式得 = bc A a a
2 2 3

sin
1 1 1

， 

即 =bc A a
3

sin
1 2

， 

由余弦定理得 =
+ −

bc
A

b c a

2
cos

2 2 2

，故 + = +b c bc A bc A2 cos 3 sin2 2 ， 

= = = + +
+ + + ++

bc bc bc
A A

b c bc bc A bc A bcb c
2cos 3sin 2

2 2 cos 3 sin 22 22

)(
 

= + +  +A13 sin 2 13 2)( ，其中 = = 
13 13

sin ,cos
2 3

， 

当且仅当 + =A
2

π
，即 = −A

2

π
时，等号成立， 

又 =  =
+ + ++

bc bc bc

b c bc bc bcb c
4

2 2 22 22

)(
，当且仅当 =b c 时，等号成立， 



 

第9页/共16页 
 

此时， + = = A
13

sin sin
2

)(  

得 + = −  A ,  

即 = − A 2 时，取得最小值 4 

故
 

 + 
+

bc

b c
4, 13 2

2

)(
. 

14．【答案】4 

【分析】设 = BM x x( 0)，由DC AM ，列比例式可求得 =
x

ND
12

，从而可表示出 AMPN 的面积，化简

后利用基本不等式可求得其最小值，从而可求得答案. 

【详解】设 = BM x x( 0)，因为DC AM ， 

所以 =
AM NA

DC ND
，所以

+ +
=

x ND

ND

4 3

4
，解得 =

x
ND

12
, 

所以矩形 AMPN 的面积为 

 
 = + + = + +  +  =
 

x x x
S x x x4 3 24 3 24 2 3 48

12 48 48
)( ， 

当且仅当 =
x

x3
48

，即 =x 4时等号成立． 

故当 =BM 4时，矩形花坛 AMPN 的面积最小． 

故答案为：4 

15.【答案】①③④ 

【详解】当  x
2

1
3
时， = −f x x( ) 2 2； 

当  x
2

2
3

时， = −f x x( ) 4 2 ； 

当  x2 3，则
x

 
2 2

1
3
， 

 
 = = −
 

f x f
x x

2 2 2
( ) 1

1
； 

当  x3 4，则
x

 
2 2

2
3

， 
 
 = = −
 

f x f
x x

2 2 2
( ) 2

1
； 

当  x4 6，则
x

 
2

2 3， 
 
 = = −
 

f x f
x x

2 2 4 2
( )

1 1
； 

当  x6 8，则
x

 
2

3 4，
 
 = = −
 

f x f
x x

2 2 4
( ) 1

1
； 

依次类推，作出函数 f x( ) 的图像： 
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对于①，函数 y f x kx= −( ) 有 4 个零点，即 =y f x( )与 =y kx 有 4 个交点， 

如图，直线 =y kx 的斜率应该在直线 m， l 之间， 

又 =km
6

1
， =kl

24

1
，

 
  
 

k
24 6

,
1 1

，故①正确； 

对于②，当 =n 1时， =f x
2

( )
1
有 3 个交点，与 n + =2 4 6 不符合，故②错误； 

对于③，对于实数  +x [1, )，不等式 − xf x2 ( ) 3 0恒成立，即
x

f x 
2

( )
3

恒成立， 

由图知函数 f x( ) 的每一个上顶点都在曲线 =
x

y
2

3
上，故

x
f x 

2
( )

3
恒成立，故③正确； 

对于④，当 N   −x nn n2 ,21 * )( 时， 由图象可知：所求图象为高为
−n2

1
1
的三角形， 

所以函数 f x( ) 的图像与 x 轴围成的图形的面积为  −  =
−

−

n

n n

2 2 2
2 2

1 1 1
1

1 )( ，故④正确； 

故选：①③④ 

【点睛】方法点睛：已知函数有零点(方程有根)求参数值(取值范围)常用的方法： 

（1）直接法：直接求解方程得到方程的根，再通过解不等式确定参数范围； 

（2）分离参数法：先将参数分离，转化成求函数的值域问题加以解决； 

（3）数形结合法：先对解析式变形，进而构造两个函数，然后在同一平面直角坐标系中画出函数的图

象，利用数形结合的方法求解. 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

16．（本小题 14 分） 

【详解】（1）解：由函数 = − + =  − −f x x x x x x x
2 2 2

sin cos 3 cos 2sin cos 2cos 1
3 1 32 2 )()(  

= −x x
2 2

sin 2 cos2
1 3

，                    ………………………………………………2 分 

 
 = −
 

x
3

sin 2
π

                           ………………………………………………3 分 

所以 f x)( 的最小正周期为 = =T
2

π
π2

，   ………………………………………………4 分 

令 +  −  + k x k k
2 3 2

, Zπ2 2π2
π3ππ

，可得 +   + k x k k
12 12

, Zππ
π11π5

，  
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所以 f x)( 的单调减区间为
 
 + + 
 

k k k
12 12

Zπ,π
π11π5

)( . ……………………………………6 分 

（2）解：由(1)知，函数的单调递增区间为
 
 − + 
 
k k k

12 12
, Zπ,π

π5π
，  

因为
 
  −
 

x
12 3

,
π2π

，所以 f x( ) 在
 
 −
 

12 12
,
π5π

上单调递增，在
 
 
 

12 3
,
π2π5

上单调递减，…7 分 

且 − = −f
12

( ) 1
π

， =f
12

( ) 1
π5

， =f
3

( ) 0
π2

，所以 = −f x( ) 1min ， =f x( ) 1max .……………11 分 

（3）解：由函数
 
 = −
 

f x x
3

sin 2
π

)( ，可得 + = + = f
4 6 3

( ) sin(2 )
2ππ
， 

因为 + − − = 
6 3 2

(2 ) (2 )
π3π4π
，                        

所以 − = + − 
3 6 2

cos(2 ) cos[(2 ) ]
π3ππ4

 

= − +
6

sin(2 )
π

……………………………………………………………13 分 

= −
3

2
.………………………………………………………………………14 分 

17．（本小题 13 分） 

【详解】（1）由图可得 = −T
4 6 12

ππ3 5
，即  =

4 4

π3π3 2
，解得 = 2 .……………………2 分 

函数 = +f x x( ) sin(2 )过点
 
 
 

12
,1

π
， 

所以
 
  + =
 


12

sin 2 1
π

，则 Z+ = +  k k
6 2

π2
ππ

)( ，……………………………………4 分 

解得 = + k
3

π2
π

Zk )( ，…………………………………………………………………5 分 

又 



2

| | ，则 =
3

π
， 

所以
 
 = +
 

f x x
3

( ) sin 2
π

；…………………………………………………………………6 分 

（2）因为
 
  −
 

x
4 4

,
ππ

，所以
 
 +  −
 

x
3 6 6

2 ,
π5ππ

，……………………………………7 分 

则
 
  −
 

f x
2

,1
1

)( ，………………………………………………………………………8 分 

令
 
 =  −
 

t f x t
2

, ,1
1

)( ， 

设 = − −g t t mt( ) 12 ，函数图象开口向上，恒过定点 −0, 1)( . 

由题意， g t( ) 0恒成立，由二次函数的图象性质可知， 
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只需

 = − 
  

  − = + − 
 

g m

g m

(1) 0

2 4 2
1 0

1 1 1

，………………………………………………………11 分 

解得  m
2

0
3
，故m的取值范围为

 
 
 

2
0,

3
.…………………………………………13 分 

18．（本小题 14 分） 

【答案】选②③；面积为
2

1
． 

【分析】选①②，由已知得 Asin ，求 Acos 出现两解，选①③，三角形不可解（边长求不出）． 

选②③，由余弦定理求得 Ccos ，求出 Csin ，再由已知求出 Bsin ，根据正弦定理求得b ，然后利用余弦定

理解方程求得 a，解唯一，再由三角形面积公式得面积． 

【详解】解： 

若选①②，由已知得 = − =B B
10

sin 1 cos
102 ， = =A B

5
sin 2 sin

5
，则 =  − = A A

5
cos 1 sin

2 52 ，三

角形有两解，不合题意， 

若选①③，由已知得 = = −
+ −

ab
C

a b c

2 2
cos

22 2 2

，  C (0, ) ， =


C
4

3
， =B

10
sin

10
，

= =A B
5

sin 2 sin
5
，则A 角也唯一确定，但三角形的边长不可求，三角形不唯一．不合题意， 

只能选②③．………………………………………………………………………………2 分 

在 ABC 中，由余弦定理，得 =
+ −

ab
C

a b c

2
cos

2 2 2

， 

因为 + − = −a b c ab22 2 2 （*），所以 = −C
2

cos
2
，……………………………………4 分 

又   C0 ，故 =


C
4

3
．…………………………………………………………………6 分 

因为 + =B Bsin cos 12 2 ， =B
10

cos
3 10

， 

  B0 ，所以 =B
10

sin
10

．…………………………………………………………8 分 

在 ABC 中，由正弦定理，得
= =  =

C
b

c B

2

2sin 10
1

sin 5 10

．…………………………10 分 

又 =c 5 ，代入（*）得， + − =a a2 4 02 ，解得 =a 2 （负舍），于是 ABC 存在且唯一． 

……………………………………………………………………………………………12 分 

所以
△ = =    =S ab CABC

2 2 2 2
sin 2 1

1 1 2 1
．…………………………………………14 分 

【点睛】本题考查余弦定理、正弦定理、同角间的三角函数关系，三角形面积公式，在用正弦值求角时可
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能会出现两解的情形，要注意判断．本题是一种开放性探索性命题．考查学生的分析问题解决问题的能

力． 

19.（本小题 15 分） 

【详解】 

（1） =0）（= − = −f x e x e e xx x xln ln 1)(  

所以 =x e；…………………………………………………………………………………2 分 

（2）∴ = − +f x e x e ax xln)( ∴
 
 = + − = + −
 

x x
f x e x e e e xx x x xln ln 1

1 1' )( ……………3 分 

令 = + −
x

g x xln 1
1

)( ，则 = − 
x x

g x 0
1 1

2

' )( ，
  

  
  

e
x ,1

1
………………………………4 分 

∴ g x)( 在
 
 
 

e
x ,1

1
上单调递减，…………………………………………………………5 分 

∴  =g x g 1 0)()( ，∴ f x 0' )( ，…………………………………………………………6 分 

故 f x)( 在
 
 
 

e
,1

1
上单调递增，……………………………………………………………7 分 

∴ = = −f x f a e1
max

)()( ，…………………………………………………………………8 分 

∴ − a e 0，即 a e .………………………………………………………………………9 分 

（3）由题可知 = −g x xln 1)( ，故切点为 −A 1, 1)( ，∵ =
x

g x
1' )( ，∴ =g 1 1' )(  

所以切线方程为： = −y x 2，……………………………………………………………11 分 

交 x轴于C 2,0)( ，交 y 轴于 −D(0, 2)， 

 

设切线交函数于点 B x y
B B
, )( ，因为 xB 0，故 + yB 2 0 ， 

又 = =   =  − S S eAOC AOD
2

2 1 1 1
1

，故 B 的位置只能在 C 的上方. 

如图，则𝛥𝐴𝐵𝑂的面积为 

△△△ = + = + = −S S S OC y eABO ACO CBO B
2

1 1
1

，……………………………………………13 分 

= −y eB 2 或 = −y eB （舍），故 −B e e, 2)( ，……………………………………………14 分 

所以函数 = −y f x 2)( 过点 −e e, 2)( ， 
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∴ − + − = −e e e a ee eln 2 2  

∴ =a e．……………………………………………………………………………………15 分 

20.（本小题 14 分） 

【详解】 

（1）解：函数
x

f x =
x

( )
ln

．  =
−

x
f x

x
( )

1 ln
2

．……………………………………………1 分 

所以： x e(0, )时，  = 
−

x
f x

x
( ) 0

1 ln
2 ， 

 +x e( , ) 时，  = 
−

x
f x

x
( ) 0

1 ln
2 ，…………………………………………………………2 分 

所以： f x( ) 在 e(0, )上单调递增，在 +e( , )上单调递减，………………………………3 分 

当  a e2 时， f x( ) 在 a2,  递增，所以 f x( ) 最小值为 =f
2

2
ln 2

)( ， 

当 a e时， f x( ) 在 a2,  递增， f x( ) 在 a2,  递减，……………………………………4 分 

所以： = = =f f
4 2

4 2
ln 4 ln 2

)()( ， 

所以：  a e4 时， f x( ) 最小值为 =f
2

2
ln 2

)( ，………………………………………5 分 

a 4时， f x( ) 最小值为 =
a

f a
aln

)( ，……………………………………………………6 分 

综上所述，  a2 4时， f x( ) 最小值为 =f
2

2
ln 2

)( ， 

a 4时， f x( ) 最小值为 =
a

f a
aln

)( ， 

（2）解：由不等式 + f x mf x( ) ( ) 02 得： + f x f x m( )[ ( ) ] 0 ， 

当 m 0时，得到： f x( ) 0或 f x m −( ) ，              …………………………7 分 

因为 f x( ) 在 e(0, )上单调递增，在 +e( , )上单调递减， 

所以 f x( ) 最大值为： =
e

f e
1

)( ，且当 x 1时， = 
x

f x
x

( ) 0
ln

，………………………8 分 

所以： f x( ) 0的解集为： ，0 1)( ，无整数解．…………………………………………9 分 

若关于 x的不等式 + f x mf x( ) ( ) 02 只有三个整数解， 

所以 f x m −( ) 有且仅有三个整数解， 

所以  −  = f m f f f5 2 4 3)()()()( ， 

此时整数解为 2，3，4．…………………………………………………………………11 分 

所以：  − m
5 2

ln5 ln 2
，所以： −   −m

2 5

ln 2 ln5
，……………………………………12 分 

当 =m 0时， + f x mf x( ) ( ) 02 得 f x( ) 0， 

此时关于 x的不等式 + f x mf x( ) ( ) 02 有无数个整数解，不满足题意，舍去，……13 分 
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当 m 0时， + f x mf x( ) ( ) 02 ，得到：  −f x m( ) 或 f x( ) 0 ， 

所以 f x( ) 0 ，有无数个整数解，舍去．………………………………………………14 分 

综上所述，实数m的取值范围为：
 

− −
 

2 5
,

ln 2 ln 5
． 

21．（本小题 15 分） 

【答案】（1） = =S A T A( ) ( ) 0,1,2,3,4 ；（2）见解析；（3） 1,5,8  

【分析】（1）根据定义直接进行计算即可 

（2）根据充分条件和必要条件的定义结合等差数列的性质进行证明  

（3）首先证明：1∈A，然后根据条件分别判断 A 中元素情况即可得到结论． 

【详解】（1）若集合 A={0，1，2}，则 S（A）=T（A）={0，1，2，3，4}．...............4 分 

（2）令 =A x x xn, ,1 2  ．不妨设   x x xn1 2 ． 

充分性：设 xk{ }是公差为 0d d( ) 的等差数列． 

则 + = + − + + − = + + −  x x x i d x j d x i j d i j ni j ( 1) ( 1) 2 ( 2) , (1 , )1 1 1  ...................................5 分 

且 +i j n2 2 ．所以 +x xi j 共有 2n-1 个不同的值．即 d（S（A））=2n-1．....................6 分 

必要性：若 d（S（A））=2n-1． 

因为  +  = −+ +x x x x j ni i i i2 2 , ( 1,2, , 1)1 1 ． 

所以 S（A）中有 2n-1 个不同的元素：  + +  +−x x x x x x x x xn n n2 ,2 , , 2 , , , ,1 2 1 2 2 3 1   

任意 +x xi j （1≤i，j≤n） 的值都与上述某一项相等．.......................................................7 分 

又 +  +  ++ + + +x x x x x xi i i i i i1 2 1 2，且 +   = −++ + + +x x x x x j ni i i i i2 , ( 1,2, , 2)1 1 1 2 ． 

所以 + =+ +x x xi i i22 1，所以 xk{ }是等差数列，且公差不为 0． .........................................8 分 

（3）首先证明：1∈A．假设 1∉A，A 中的元素均大于 1，从而 1∉S（A）， 

因此 1∉T（A），1∉S（T（A）），故 1∉T（T（A）），与{1，2，3，…，25，26}⊆T（T（A））矛盾，因此

1∈A．.....................................................................................................................9 分 

设 A 的元素个数为 n，S（A）的元素个数至多为 C n

2
+n，从而 T（A）的元素个数至多为 C n

2
+n+n=

+n n

2

3)(
． 

若 n=2，则 T（A）元素个数至多为 5，从而 T（T（A））的元素个数至多为


2

5 8
=20， 

而 T（T（A））中元素至少为 26，因此 n≥3．...................................................................10 分 

假设 A 有三个元素，设 =A a a1, ,2 3 ，且  a a1 82 3 ， 

则 1，2， + +a a a a, 1, , 12 2 33 ， + a a a a T A2 , , 2 ( )2 2 33 ， 

从而 1，2，3，4∈T（T（A））．若 a 52 ，T（T（A））中比 4 大的最小数为 a2，则 5∉T（T（A）），与题

意矛盾，故 a2 ≤5． 

集合 T（T（A））．中最大数为 a4 3 ，由于 26∈T（T（A）），故 a4 3 ≥26，从而 a3 ≥7，..3 分 
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（i）若 A={1，a2，7}，且 a2 ≤5．此时 1，2， a2， a2 +1，7，8，2 a2，7+ a2，14∈T（A），则有

8+14=22，2×14=28∈T（T（A）），在 22 与 28 之间可能的数为 14+2 a2，21+ a2． 

此时 23，24，25，26 不能全在 T（T（A））．中，不满足题意．...................................12 分 

（ii）若 A={1， a2，8}，且 a2 ≤5．此时 1，2， a2， a2 +1，8，9，2 a2，8+ a2，16∈T（A），则有

16+9=25∈T（T（A））， 

若 26∈T（T（A）），则 16+2 a2 =26 或 16+（8+ a2）=26， 

解得 a2 =5 或 a2 =2．..............................................................................................................13 分 

当 A={1，2，8}时，15，21，23∉T（T（A））．不满足题意． 

当 A={1，2，8}时， 

T（T（A））={1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，14，15，16，17，18，19，20，21，22，

23，24，25，26，29，32}，满足题意． 

故元素个数最少的集合 A 为{1，5，8}..............................................................................15 分 

 

 


