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统练 3 

一、选择题 共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项

中，选出符合题目要求的一项。 

（1）已知集合 { 1 1}A x x= −   ， { 0 2}B x x= ≤ ≤ ，则 A B =  

（A）{ 1 2}x x−    （B）{ 1 2}x x−  ≤  

（C）{ 0 1}x x ≤  （D）{ 0 2}x x≤ ≤  

（2）若复数 z 满足 (1 i) 2z−  = ，则 z =  

（A） 1 i− −  （B） 1 i− +  

（C）1 i−  （D）1 i+  

（3）已知实数 ,a b满足 a b ，则下列不等式中正确的是  

（A） | |a b      （B） | |a b     （C） 2a ab     （D） 2ab b  

（4）已知
1

3
2 1

2

1 1
2 log log

3 3
a b c

−

= = =， ， ，则(    ) 

（A） a b c   （B） a c b   （C） c a b   （D）c b a   

（5）已知函数 2

2
( ) log 2 1f x x x x= − + − ，则不等式 ( ) 0f x  的解集为 

    (A) (1,4)       (B) (0,1) (4, )+  

    (C) (1,2)       (D) (0,1) (2, )+  

（6）若 P 是△ABC内部或边上的一个动点，且 AP xAB y AC= + ，则 xy的最大值

是 

（A）
1

4
       （B）

1

2
    （C）1        （D）2  

（7）无穷等差数列{ }na 的前 n项和为 nS ，公差为 d ，则“ nS 有最大值”是“ 0d  ”的 

（A）充分而不必要条件 （B）必要而不充分条件 

（C）充分必要条件 （D）既不充分也不必要条件 
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（8）已知函数 sin( )y A x = + 的部分图象如图所示，将该函数的图象向左平移

( 0)t t  个单位长度，得到函数 ( )y f x= 的图象.若函数 ( )y f x= 为奇函数，则

t的最小值是 

（A）
π

12
  （B）

π

6
  

（C）
π

4
 （D）

π

3
 

 

（9）我们可以用下面的方法在线段上构造出一个特殊的点集：如图，取一条长

度为 1 的线段，第 1 次操作，将该线段三等分，去掉中间一段，留下两

段；第 2 次操作，将留下的两段分别三等分，各去掉中间一段，留下四段；

按照这种规律一直操作下去. 若经过 n次这样的操作后，去掉的所有线段

的长度总和大于
99

100
，则 n的最小值为 

（参考数据： lg2 0.301 ， lg3 0.477 ） 

（A）9    （B）10   

（C）11       （D）12  

（10）若函数 ( )
0,

0,

22 







−
=

x

x

xax

xe
xf

x

的值域为
1

[ , )
e

− + ，则实数 a 的取值范围是

（   ） 

（A） (0,  e)        （B） (e,  )+       （C） (0,  e]      （D）[e,  )+  

 

二、填空题 共 5 道小题，每小题 5 分，共 25 分.  

（11 ）已知 tan( ) 2
4




− = ，则 tan =  ______−3 

（12）在平面直角坐标系 xOy 中，角 与角  均以 Ox 为始边，它们的终边关于

直线 y x=  对称，若
3

sin
5

 = , 则 cos = _______．
3

5
 

（13）已知向量 , ,a b c 在正方形网格中的位置如图所示．若网格纸上小正方形的

边长为1，则 ( )+  =a b c ___0____； 

 =a b ___3____． 

 

 

1第 次操作

2第 次操作

3第 次操作
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（14）若函数 ( ) sin( + )( 0)
6

f x x 


=  和 2 2( ) cos ( ) sin ( )g x x x = + − + 的图象的对称

中心完全重合，则 =____2_____； ( )
6

g


=_____±1_______． 

（15）已知各项均不为零的数列{ }na ，其前 n 项和是 nS ， 1a a= ，且 1n n nS a a +=

（ 1,2,n = ）. 给出如下结论： 

① 2 1a = ； 

②{ }na 为递增数列；  

③若 *n N ， 1n na a+  ，则 a的取值范围是 (0,1)； 

④ *m N ，使得当 k m 时，总有 102

2 1

1 ek

k

a

a

−

−

 + . 

其中，所有正确结论的序号是        ．①③④ 

 

三、解答题 共 6 道小题，共 85 分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过

程。 

(16) (本小题 14 分) 已知{ }na 是等差数列，满足 1 43, 12a a= = ，数列{ }nb 满足

1 44, 20b b= = ，且{ }n nb a− 为等比数列． 

（Ⅰ）求数列{ }na 和{ }nb 的通项公式； 

（Ⅱ）求数列 2{ }nb 的前 n项和． 

解：（Ⅰ）设等差数列{ }na 的公差为 d ，由题意得 

4 1 12 3
3

3 3

a a
d

− −
= = = ．    

所以
1 ( 1) 3 ( 1,2, )na a n d n n= + − = = ．  

设等比数列{ }n nb a− 的公比为 q，由题意得 

3 4 4

1 1

20 12
8

4 3

b a
q

b a

− −
= = =

− −
，解得 2q = ．  

所以 1 1

1 1( ) 2n n

n nb a b a q − −− = − = ． 

从而 13 2 ( 1,2, )n

nb n n−= + = ．     8 分  

（Ⅱ）由（Ⅰ）知 2 1

2 6 2 ( 1,2, )n

nb n n−= + = ．       

数列{6 }n 的前 n项和为3 ( 1)n n + ，数列 2 1{2 }n− 的前 n 项和为
4 1 2

2 (4 1)
4 1 3

n
n−

 = −
−

．  

所以，数列 2{ }nb 的前 n项和为
2

3 ( 1) (4 1)
3

nn n + + − ．  6 分 
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(17) (本小题 14 分) 已知函数 ( ) sin cos cos sinf x x x   = +
π

( 0, | | )
2

   在区间

π 2π
[ , ]

3 3
− 上单调递增，

2π
( ) 1

3
f = ，请从条件 ①、条件 ②、条件 ③ 这三个条件中选择一个

作为已知，使函数 ( )f x 唯一确定． 

条件 ①：
π

( ) 2
3

f = ； 

条件 ②：
π

( ) 1
3

f − = − ； 

条件 ③： ( )f x 在区间
π π

[ , ]
2 3

− − 上单调递减． 

（Ⅰ）求 , 的值； 

（Ⅱ）若函数𝑓(𝑥)在区间(0, 𝑡)内有且仅有1个极大值点，求𝑡的取值范围． 

注：如果选择的条件不符合要求，第（Ⅱ）问得0 分；如果选择多个符合要求的条件

分别解答，按第一个解答计分． 

解：（Ⅰ）选择条件 ②：
π

( ) 1
3

f − = − ． 

因为 ( ) sin( )f x x = + ，所以 ( )f x 的最小值为 1− ，最大值为1， 

又因为 ( )f x 在区间
π 2π

[ , ]
3 3

− 上单调递增，且
π

( ) 1
3

f − = − ，
2π

( ) 1
3

f = ， 

所以由三角函数的性质得
2π π

π
2 3 3

T
= + = ，故 2πT = ．  

因为 0  ，所以
2π

1
T

 = = ， ( ) sin( )f x x = + ．      

由
π

sin( ) 1
3

− + = − ，得
π

2 π
6

k = − ( )kZ ．    

又因为
π

| |
2

  ，所以
π

6
 = − ．             10 分 

选择条件 ③： ( )f x 在区间
π π

[ , ]
2 3

− − 上单调递减． 

因为 ( ) sin( )f x x = + ，所以 ( )f x 的最小值为 1− ，最大值为1． 

由题意得
π

( ) 1
3

f − = − ，又因为 ( )f x 在区间
π 2π

[ , ]
3 3

− 上单调递增，且
2π

( ) 1
3

f = ， 

所以由三角函数的性质得
2π π

π
2 3 3

T
= + = ，故 2πT = ． 

因为 0  ，所以
2π

1
T

 = = ， ( ) sin( )f x x = + ． 

由
π

sin( ) 1
3

− + = − ，得
π

2 π
6

k = − ( )kZ ． 

又因为
π

| |
2

  ，所以
π

6
 = − ．   10 分 
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（Ⅱ）因为𝑥 ∈ (0, 𝑡)，所以𝑥 −
𝜋

6
∈ (−

𝜋

6
, 𝑡 −

𝜋

6
), 

由题意可得𝑡 −
𝜋

6
∈ (

𝜋

2
,

5𝜋

2
]，所以𝑡的取值范围是(

2𝜋

3
,

8𝜋

3
].    4 分 

 

(18) (本小题 14 分)  

如图，△ ABD为正三角形， / /AC DB ， 4=AC ，
7

21
cos =ABC . 

（Ⅰ）求 ACBsin 的值； 

（Ⅱ）求 AB ，CD的长. 

 

 
 

 

 

 

解：（Ⅰ）因为△ ABD为正三角形， / /AC DB ，所以在△ ABC 中，
3

BAC


 = ，

所以 ( )
3

ACB ABC


 = − + . 

所以 sin sin( )
3

ACB ABC


 = + sin cos cos sin )
3 3

ABC ABC
 

=  +      

因为在△ ABC 中，
21

cos
7

ABC = ， (0, )ABC     

所以 sin
2 7

7
ABC = .          

所以 sin ACB =
3 21 1 2 7 5 7

2 7 2 7 14
 +  = .        7分 

（Ⅱ）在△ ABC 中， 4AC = ，由正弦定理得：
sin sin

AB AC

ACB ABC
=

 
，  

所以

5 7
4

sin 14 5
sin 2 7

7

AC ACB
AB

ABC




= = =


                

又在正△ ABD中， AB AD= ， 
3

DAB


 = ， 
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所以在△ ADC 中，
3

DAC


 = ，            

由余弦定理得： DACADACADACCD −+= cos2222
          

16 25 2 4 5 cos 61
3


= + −   =  

所以CD 的长为 61 .           7 分 

 

(19) (本小题 14 分) 已知函数
2

3 2
( )

x
f x

x a

−
=

+
． 

（Ⅰ）若 4a = − ，求 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅱ）若 ( )f x 在 1x = − 处取得极值，求 ( )f x 的单调区间，并求其最大值与最小值． 

解：（Ⅰ）
2

3 2
( )

4

x
f x

x

−
=

−
，

2
2

2 2 2 2

3 7
2( )

2 6 8 2 2( )
( 4) ( 4)

x
x x

f x
x x

− +
− +

 = =
− −

， 

所以 ( ) 0f x  恒成立． 

所以 ( )f x 的递增区间为 ( , 2), ( 2,2), (2, )− − − + ，无递减区间.  5 分 

（Ⅱ）由
2

3 2
( )

x
f x

x a

−
=

+
得

2 2

2 2 2 2

2( ) 2 (3 2 ) 2( 3 )
( )

( ) ( )

x a x x x x a
f x

x a x a

− + − − − −
 = =

+ +
． 

由题意知 ( 1) 0f  − = ，所以 2( 1) 3 ( 1) 0a− −  − − = ．故 4a = ． 

当 4a = 时，
2

3 2
( )

4

x
f x

x

−
=

+
，

2 2

2( 1)( 4)
( )

( 4)

x x
f x

x

+ −
 =

+
． 

( )f x 与 ( )f x 的情况如下： 

x  ( , 1)− −  1−  ( 1, 4)−  4  (4, )+  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x  ↗ 1  ↘ 
1

4
−  ↗ 

因此， ( )f x 的单调递增区间是 ( , 1)− − 和 (4, )+ ，单调递减区间是 ( 1,4)− ． 

所以 ( )f x 在区间 ( , 4]− 上的最大值是 ( 1) 1f − = ． 

又因为当 (4, )x + 时， ( ) 0f x  ，所以 ( 1) 1f − = 是 ( )f x 的最大值． 

同理可知，
1

(4)
4

f = − 是 ( )f x 的最小值．  9 分 
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(20) (本小题 14 分) 设 l 为曲线C ： ( )2 exy x= − 在 1x = − 处的切线． 

（Ⅰ）求 l 的方程； 

（Ⅱ）判断曲线C 与直线 l 的公共点个数，并证明． 

解：（Ⅰ）设𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)𝑒𝑥 ,𝑓′(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥,𝑓′(−1) = −
2

𝑒
, 𝑓(−1) = −

3

𝑒
 

所以切线 l 为𝑦 = −
2

𝑒
𝑥 −

5

𝑒
         5 分 

（Ⅱ）设𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (−
2

𝑒
𝑥 −

5

𝑒
) = (𝑥 − 2)𝑒𝑥+

2

𝑒
𝑥 +

5

𝑒
 

  𝑔′(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 +
2

𝑒
,𝑔′′(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥,令𝑔′′(𝑥) = 0, 𝑥 = 0 

𝑥 (−∞, 0) 0 (0, +∞) 

𝑔′′(𝑥) − 0 + 

𝑔′(𝑥) ↓ 极小 ↑ 

𝑔′(𝑥)最小= 𝑔′(0) < 0, 𝑔′(−1) = 0，𝑔′(𝑥)在(−∞, 0)有且仅有一个变号零点−1 

𝑔′(𝑥)最小= 𝑔′(0) < 0, 𝑔′(1) =
2

𝑒
> 0，𝑔′(𝑥)在(0, +∞)有且仅有一个变号零点𝑥0 ∈ (0,1) 

𝑥 (−∞, −1) −1 (−1, 𝑥0) 𝑥0 (𝑥0, +∞) 

𝑔′(𝑥) + 0 − 0  

𝑔(𝑥) ↑ 极大 ↓ 极小 ↑ 

𝑔(−1) = 0，𝑔(𝑥0)< 𝑔(−1) = 0，𝑔(2) =
9

𝑒
> 0 

因此𝑔(𝑥)在(−∞, −1)和(−1, 𝑥0)无零点，在(𝑥0, +∞)恰有一个变号零点𝑥1 ∈(𝑥0, 2)， 

综上，𝑔(𝑥)恰有 2 个零点−1与𝑥1.    9 分 

(21) (本小题 15 分)  

设 m为正整数，数列 1 2 4 2, , , ma a a + 是公差不为 0 的等差数列，若从中删去两项

ia 和 ( )ja i j 后剩余的 4m项可被平均分为m 组，且每组的 4 个数都能构成等差

数列，则称数列 1 2 4 2, , , ma a a + 是 ( ),i j −可分数列．   

（Ⅰ）写出所有的 ( ),i j ，1 6i j   ，使数列 1 2 6, , ,a a a 是 ( ),i j −可分数列； 

（Ⅱ）当 3m  时，证明：数列 1 2 4 2, , , ma a a + 是 ( )2,13 −可分数列；  

（Ⅲ）证明：使数列 1 2 4 2, , , ma a a + 是 ( ),i j −可分数列的有序数对 ( ),i j 至少有

2 1m m+ + 个. 
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【解】（Ⅰ）不失一般性，可设 ( )1,2, ,4 2ka k k m= = + ， 

相当于从1,2,3,4,5,6中取出两个数 i 和 ( )j i j ，使得剩下四个数是等差数列. 

那么剩下四个数只可能是1,2,3,4，或2,3,4,5，或3,4,5,6 . 

所以所有可能的 ( ),i j 是 ( ) ( ) ( )1,2 , 1,6 , 5,6 .   4 分 （每个 1 分；若有错误，至多给 3 分） 

（Ⅱ）从数列1,2, ,4 2m+ 中取出 2和13后，剩余的4m 个数可分为以下两个部分：  

     1,4,7,10 , 3,6,9,12 , 5,8,11,14 ，共3组；       3 分 

     15,16,17,18 , 19,20,21,22 ,..., 4 1,4 ,4 1,4 2m m m m− + + ，共 3m− 组.     2 分 

共m 组，易知每组都成等差数列，故数列 1 2 4 2, , , ma a a + 是( )2,13 −可分数列.  

（Ⅲ）首先证明引理：数列 1 2 4 2, , , ma a a + 是 −+ )14,2( k 可分数列（ mk 2 ）. 

先考虑 241 ~ +kaa ，当 2=k 时，去掉 2 9,a a 后，分为两组 ),,,(),,,,( 108647531 aaaaaaaa ； 

当 3k 时，将这 24 +k 项去掉 142 , +kaa 后，分为如下k 组：

),,,(,),,,,(),,,,(),,,,( 432434244333233131211 kkkkkkkkkkkkk aaaaaaaaaaaaaaaa +++++++++ 及

),,,( 2423222 ++++ kkkk aaaa ； 

再将 2434 ~ ++ mk aa 按角标从小到大每连续四项分为一组，共m k 组. 

经检验，上述m 组，每组的四项都成等差数列。引理证毕.    

一方面，由引理可得，原数列是 −++ )14,24( kl 可分数列，其中 2k l ，只需将

laa 41 ~ 按角标从小到大每连续四项分为一组，其余同引理。      3 分 

另一方面，原数列必是 −++ )24,14( lk 可分数列（ mlk 0 ），因为去掉

4 1 4 2,k la a 后，还剩下三部分 2434142441 ~,~,~ ++++ mllkk aaaaaa ，由于每部分的项数均为

4 的倍数，所以每部分都可以按角标从小到大，连续四项分为一组即可。 2 分 

综上所述，有序数对 ),( ji 至少有 11 22

1
++=−++

+
mmmmA

m
.       1 分 
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