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2024北京北师大二附中高三（上）统练一 

数    学 

一、单选题：本题共 10小题，共 40分。 

1.已知全集𝑈 = {−2, −1,0,1,2,3}，集合𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑍||𝑥| < 2}，则𝐶𝑈𝐴 =(    ) 

A. {−1,0,1} B. {−2,2,3} C. {−2, −1,2} D. {−2,0,3} 

2.若𝑖(1− 𝑧) = 1，则𝑧 + 𝑧 =(    ) 

A. −2 B. −1 C. 1 D. 2 

3.如果𝑎 > 𝑏 > 0，那么下列不等式一定成立的是(    ) 

A. |𝑎| < |𝑏| B. 
1

𝑎
>

1

𝑏
 C. (

1

2
)𝑎 > (

1

2
)𝑏 D. ln𝑎 > ln𝑏 

4.从分别写有1，2，3，4，5，6的6张卡片中无放回地随机抽取2张，则抽到的2张卡片上的数字之积是4的

倍数的概率为(    ) 

A. 
1

5
 B. 

1

3
 C. 

2

5
 D. 

2

3
 

5.“空气质量指数(𝐴𝑄𝐼)”是定量描述空气质量状况的指数．当𝐴𝑄𝐼大于200时，表示空气重度污染，不宜开

展户外活动．某地某天0～24时的空气质量指数𝑦随时间𝑡变化的趋势由函数𝑦 = {
−10𝑡 + 290,0 ≤ 𝑡 ≤ 12

56√ 𝑡 − 24,12 < 𝑡 ≤ 24
描

述，则该天适宜开展户外活动的时长至多为(    ) 

A. 5小时 B. 6小时 C. 7小时 D. 8小时 

6.已知等差数列{𝑎𝑛}的公差为𝑑，前𝑛项和为𝑆𝑛，则“𝑑 > 0”是“𝑆4 + 𝑆6 > 2𝑆5”的(    ) 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

7.某地的中学生中有60％的同学爱好滑冰，50％的同学爱好滑雪，70％的同学爱好滑冰或爱好滑雪，在该

地的中学生中随机调查一位同学，若该同学爱好滑雪，则该同学也爱好滑冰的概率为(    ) 

A. 0.8 B. 0.4 C. 0.2 D. 0.1 

8.有12个砝码，总质量为45 𝑔，它们的质量从大到小依次构成等差数列，且最重的3个砝码质量之和是最轻

的3个砝码质量之和的4倍．用这些砝码称一个质量为30 𝑔的物体，则需要的砝码个数至少为 

A. 4 B. 5 C. 6 D. 7 

9.已知函数𝑓(𝑥) = 3𝑙𝑜𝑔2𝑥 − 2(𝑥 − 1)，则不等式𝑓(𝑥) > 0的解集是(    ) 

A. (1,4) B. (−∞, 1) ∪ (4, +∞) 

C. (0,1) ∪ (4, +∞) D. (0,4) 

10.设𝑎，𝑏 ∈ 𝑅，数列{𝑎𝑛}中 𝑎1 = 𝑎，𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛
2 + 𝑏，𝑛 ∈ 𝑁∗，则  (    ) 

A. 当𝑏 =
1

2
时，𝑎 10 > 10 B. 当𝑏 =

1

4
时，𝑎 10 > 10 

C. 当𝑏 = −2时，𝑎 10 > 10 D. 当𝑏 = −4时，𝑎 10 > 10 

二、填空题：本题共 5小题，每小题 6分，共 30分。 

11.函数𝑓(𝑥) =
1

2
𝑥−1

+ √ 𝑥 + 1的定义域是          ． 
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12.在等差数列{𝑎𝑛}中，公差𝑑不为0，𝑎1 = 9，且𝑎1，𝑎4，𝑎5成等比数列，则𝑑 =          ；当𝑛 =          时，数

列{𝑎𝑛}的前𝑛项和𝑆𝑛有最大值． 

13.在一次体育水平测试中，甲、乙两校均有100名学生参加，其中：甲校男生成绩的优秀率为70%，女生

成绩的优秀率为50%；乙校男生成绩的优秀率为60%，女生成绩的优秀率为40%，对于此次测试，给出下

列三个结论： 

①甲校学生成绩的优秀率大于乙校学生成绩的优秀率； 

②甲、乙两校所有男生成绩的优秀率大于甲、乙两校所有女生成绩的优秀率； 

③甲校学生成绩的优秀率与甲、乙两校所有学生成绩的优秀率的大小关系不确定． 

其中，所有正确的序号是           ． 

14.设函数𝑓(𝑥) = {
−𝑥, 𝑥 ≥ 𝑎

−𝑥2 + 𝑥, 𝑥 < 𝑎
，当𝑎 = 2时，𝑓(𝑥)的单调递增区间为          ，若∃𝑥 ∈ 𝑅且𝑥 ≠ 0，使得

𝑓 (
1

2
+ 𝑥) = 𝑓 (

1

2
− 𝑥)成立，则实数𝑎的取值范围为          ． 

15.对于非空实数集合𝐴，记𝐴∗ = {𝑦|∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ≤ 𝑥}，设非空实数集合𝑃满足条件“若𝑥 < 1，则𝑥 ∉ 𝑃”且𝑀 ⊆

𝑃，给出下列命题： 

①若全集为实数集𝑅，对于任意非空实数集合𝐴，必有∁𝑅𝐴 = 𝐴
∗； 

②对于任意给定符合题设条件的集合𝑀，𝑃，必有𝑃∗ ⊆ 𝑀∗； 

③存在符合题设条件的集合𝑀，𝑃，使得𝑀∗ ∩ 𝑃 = ⌀； 

④存在符合题设条件的集合𝑀，𝑃，使得𝑀 ∩ 𝑃∗ ≠ ⌀． 

其中所有正确命题的序号是          ． 

三、解答题：本题共 2小题，共 30分。 

16.(本小题15分) 

“稻草很轻，但是他迎着风仍然坚韧，这就是生命的力量，意志的力量”“当你为未来付出踏踏实实努力的时

候，那些你觉得看不到的人和遇不到的风景都终将在你生命里出现”⋯⋯当读到这些话时，你会切身体会到

读书破万卷给予我们的力量.为了解某普通高中学生的阅读时间，从该校随机抽取了800名学生进行调查，

得到了这800名学生一周的平均阅读时间(单位：小时)，并将样本数据分成九组，绘制成如图所示的频率分

布直方图． 

 

(Ⅰ)求𝑎的值; 

(Ⅱ)为进一步了解这800名学生阅读时间的分配情况，从周平均阅读时间在(12,14]，(14,16]，(16,18]三组内
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的学生中，采用按比例分配的分层抽样方法抽取了10人，现从这10人中随机抽取3人，记周平均阅读时间

在(14,16]内的学生人数为𝑋，求𝑋的分布列和数学期望; 

(Ⅲ)以样本的频率估计概率，从该校所有学生中随机抽取20名学生，用𝑃(𝑘)表示这20名学生中恰有𝑘名学生

周平均阅读时间在(8,12]内的概率，其中𝑘 = 0，1，2，⋯，20.当𝑃(𝑘)最大时，写出𝑘的值． 

17.(本小题15分) 

已知函数𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥． 

(Ⅰ)求曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)在点(1, 𝑓(1))处的切线方程； 

(Ⅱ)求函数𝑓(𝑥)在区间[1, 𝑒]上的最小值； 

(Ⅲ)证明函数𝑓(𝑥)只有一个零点． 
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参考答案 

一、单选题：本题共 10小题，共 40分。 

1.【答案】B  

【解析】【分析】 

本题考查了集合的运算，属于基础题． 

利用题中的条件解出集合𝐴，再利用补集，即可解出． 

【解答】 

解：𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑍||𝑥| < 2} = {−1,0,1}， 

∴ 𝐶𝑈𝐴 = {−2,2,3}， 

故选：𝐵． 

2.【答案】D  

【解析】【分析】 

本题考查了复数代数形式的四则运算及共轭复数，属基础题． 

先求出𝑧，进而根据共轭复数的定义以及加法运算求解，即可得到答案 

【解答】 

解：1− 𝑧 =
1

𝑖
= −𝑖，则 𝑧 = 1 + 𝑖 ， 𝑧 + 𝑧 = 1+ 𝑖 + 1− 𝑖 = 2． 

3.【答案】D  

【解析】解：由不等式性质，当𝑎 > 𝑏 > 0时，|𝑎| > |𝑏|,
1

𝑎
<

1

𝑏
，𝐴，B 错误；根据指数函数性质，(

1

2
)
𝑎

<

(
1

2
)
𝑏

，C 错误；根据对数函数的单调性，可得𝑎 > 𝑏 > 0，𝑙𝑛𝑎 > 𝑙𝑛𝑏， 

故选 D． 

根据对数函数的单调性，指数函数单调性，不等式性质，逐一判断，即可得出结论． 

本题考查不等式的性质，考查对数函数、指数函数单调性，比较基础． 

4.【答案】C  

【解析】【分析】 

本题考查古典概型的计算，注意古典概型的计算公式，属于基础题． 

根据题意，用列举法分析“从6张卡片中无放回随机抽取2张”和“抽到的2张卡片上的数字之积是4的倍数”的

情况数，由古典概型公式计算可得答案． 

【解答】 

解：根据题意，从6张卡片中无放回随机抽取2张，有(1,2)，(1,3)，(1,4)，(1,5)，(1,6)，(2,3)，(2,4)，(2,5)，

(2,6)， 

(3,4)，(3,5)，(3,6)，(4,5)，(4,6)，(5,6)，共15种取法， 

其中抽到的2张卡片上的数字之积是4的倍数有(1,4)，(2,4)，(2,6)，(3,4)，(4,5)，(4,6)，共6种情况， 

则抽到的2张卡片上的数字之积是4的倍数的概率𝑃 =
6

15
=

2

5
． 
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故选 C． 

5.【答案】C  

【解析】【分析】 

本题考查函数的实际应用，属于中档题． 

根据函数式列出不等式，求出时长即可． 

【解答】 

解：由题意知适于户外活动的时间为： 

{
0 ≤ 𝑡 ≤ 12

−10𝑡 + 290 ≤ 200
或{

12 < 𝑡 ≤ 24

56√ 𝑡 − 24 ≤ 200
， 

解得9 ≤ 𝑡 ≤ 12或12 < 𝑡 ≤ 16， 

故适于户外活动的时长为3+ 4 = 7小时． 

故选：𝐶． 

6.【答案】C  

【解析】【分析】 

本题考查充分条件、必要条件及充要条件的判断，考查等差数列的求和公式，属于基础题． 

由等差数列的求和公式，𝑆4 + 𝑆6 = 10𝑎1 + 21𝑑，2𝑆5 = 10𝑎1 + 20𝑑，𝑆4 + 𝑆6 − 2𝑆5 = 𝑑，则𝑆4 + 𝑆6 > 2𝑆5的

充要条件是𝑑 > 0． 

【解答】 

解：因为{𝑎𝑛}为等差数列， 

所以𝑆4 + 𝑆6 = 4𝑎1 + 6𝑑 + 6𝑎1 + 15𝑑 = 10𝑎1 + 21𝑑， 

2𝑆5 = 10𝑎1 + 20𝑑，𝑆4 + 𝑆6 − 2𝑆5 = 𝑑， 

所以𝑑 > 0⇔ 𝑆4 + 𝑆6 > 2𝑆5， 

故选 C． 

7.【答案】A  

【解析】【分析】 

本试题考查概率的概念及运算，条件概率的概念及计算，以及考生的运算求解能力． 

【解答】 

解：从该校的学生中任取一名学生，记𝐴表示事件：“取到的学生爱好滑冰”，𝐵表示事件：“取到的学生爱

好滑雪”． 

由题设知𝑃(𝐴) = 0.6，𝑃(𝐵) = 0.5，𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0.7． 

由𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴𝐵)，得 

𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0.6+ 0.5− 0.7 = 0.4． 

所求的概率为𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐵)
=

0.4

0.5
= 0.8． 

8.【答案】C  

【解析】【分析】 
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本题考查等差数列的实际应用，属中档题． 

设12个砝码的质量从大到小构成的等差数列为{𝑎𝑛}，由题意求得首项与公差，令𝑆𝑛 ≥ 30，求解即可． 

【解答】 

解：设12个砝码的质量从大到小构成的等差数列为{𝑎𝑛}，公差为𝑑，𝑑 < 0，1 ≤ 𝑛 ≤ 12，𝑛 ∈ 𝑁∗， 

由题意可得𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = 4(𝑎10 + 𝑎11 + 𝑎12)， 

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯…+ 𝑎10 + 𝑎11 + 𝑎12 = 45， 

即3𝑎1 + 3𝑑 = 4 × (3𝑎1 + 30𝑑)， 

12𝑎1 + 66𝑑 = 45， 

解得𝑎1 =
13

2
，𝑑 = −

1

2
， 

则𝑆𝑛 = 𝑛𝑎1 +
𝑛(𝑛−1)

2
· 𝑑 =

13

2
𝑛 +

𝑛(𝑛−1)

2
· (−

1

2
) =

−𝑛2+27𝑛

4
， 

令𝑆𝑛 =
−𝑛2+27𝑛

4
≥ 30， 

又1 ≤ 𝑛 ≤ 12，𝑛 ∈ 𝑁∗， 

解得6 ≤ 𝑛 ≤ 12，𝑛 ∈ 𝑁∗， 

故需要的砝码个数至少为6． 

9.【答案】A   

【解析】【分析】 

本题考查了对数不等式的求解，考查了学生的分析运算能力，属于中档题． 

由题意令3𝑙𝑜𝑔2𝑥 − 2(𝑥 − 1) > 0，得log
2
𝑥 >

2

3
(𝑥 − 1)，分别画出𝑦 = log

2
𝑥，𝑦 =

2

3
(𝑥 − 1)的图象，然后分析

求解即可． 

【解答】 

解：依题意𝑓(𝑥) = 3log
2
𝑥 − 2(𝑥 − 1) > 0，log

2
𝑥 >

2

3
(𝑥 − 1) 

由{
𝑦 = log

2
 𝑥

𝑦 =
2

3
(𝑥 − 1)

解得{
𝑥1 = 1

𝑦1 = 0
或{

𝑥2 = 4

𝑦2 = 2
 

画出𝑦 = log
2
𝑥，𝑦 =

2

3
(𝑥 − 1)的图象， 

由图可知，不等式𝑓(𝑥) > 0的解集是(1,4)． 

故选：𝐴 

 

10.【答案】A  

【解析】【分析】 

本题考查命题真假的判断，考查数列的性质等基础知识，考查化归与转化思想，考查推理论证能力，属于

难题． 
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对于𝐴，证明{𝑎𝑛}递增，可知𝑛 ≥ 4时，
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

>
3

2
，可证明𝑎10 > 10判断𝐴选项，对于𝐵，取𝑎1 =

1

2
，∴ 𝑎2 =

1

2
, … , 𝑎𝑛 =

1

2
< 10判断𝐵选项，对于𝐶，取𝑎1 = 2，∴ 𝑎2 = 2，…，𝑎𝑛 = 2 < 10判断𝐶选项，对于𝐷，取𝑎1 =

1+√ 17

2
，∴ 𝑎2 =

1+√ 17

2
，…，𝑎𝑛 =

1+√ 17

2
< 10判断𝐷选项； 

【解答】 

解：对于𝐴，𝑎2 = 𝑎2 +
1

2
≥

1

2
，𝑎3 = (𝑎

2 +
1

2
)2 +

1

2
≥

3

4
， 

𝑎4 = (𝑎
4 + 𝑎2 +

3

4
)2 +

1

2
≥

9

16
+

1

2
=

17

16
> 1， 

又因𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑎
2
𝑛 +

1

2
− 𝑎𝑛 = (𝑎𝑛 −

1

2
)
2

+
1

4
> 0，所以{𝑎𝑛}递增， 

当𝑛 ≥ 4时，
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

= 𝑎𝑛 +
1

2

𝑎𝑛
> 1+

1

2
=

3

2
， 

∴

{
 
 
 

 
 
 
𝑎5
𝑎4
>

3

2

𝑎6
𝑎5
>

3

2
⋅
⋅
⋅

𝑎10
𝑎9
>

3

2

, ∴
𝑎10
𝑎4
> (

3

2
)6, ∴ 𝑎10 >

729

64
×

17

16
> 10.故 A 正确． 

对于𝐵，令𝜆2 − 𝜆 +
1

4
= 0，得𝜆 =

1

2
， 

取𝑎1 =
1

2
，∴ 𝑎2 =

1

2
, … , 𝑎𝑛 =

1

2
< 10， 

∴当𝑏 =
1

4
时，𝑎10 < 10，故 B 错误； 

对于𝐶，令𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0，得𝜆 = 2或𝜆 = −1， 

取𝑎1 = 2，∴ 𝑎2 = 2，…，𝑎𝑛 = 2 < 10， 

∴当𝑏 = −2时，𝑎10 < 10，故 C 错误； 

对于𝐷，令𝜆2 − 𝜆 − 4 = 0，得𝜆 =
1±√ 17

2
， 

取𝑎1 =
1+√ 17

2
，∴ 𝑎2 =

1+√ 17

2
，…，𝑎𝑛 =

1+√ 17

2
< 10， 

∴当𝑏 = −4时，𝑎10 < 10，故 D 错误； 

故选：𝐴． 

二、填空题：本题共 5小题，每小题 6分，共 30分。 

11.【答案】[−1,0) ∪ (0, +∞)  

【解析】【分析】 

本题考查了函数的定义域、不等式的解法，考查了推理能力与计算能力，属于基础题． 

要使函数𝑓(𝑥)有意义，必须满足{2
𝑥 − 1 ≠ 0

𝑥 + 1 ≥ 0
，解得𝑥范围，即可得出函数𝑓(𝑥)的定义域． 

【解答】 

解：要使函数𝑓(𝑥)有意义，则必须满足{2
𝑥 − 1 ≠ 0

𝑥 + 1 ≥ 0
, 
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解得𝑥 ≠ 0且𝑥 ≥ −1， 

∴函数𝑓(𝑥)的定义域为[−1,0) ∪ (0, +∞), 

故答案为：[−1,0) ∪ (0, +∞)． 

12.【答案】−2， 5  

【解析】【分析】 

本题主要考查了等差数列的通项公式，等比数列的性质及等差数列前𝑛项和的最值问题，属于中档题． 

由已知根据题意逐步分析即可求解． 

【解答】 

解：因为等差数列{𝑎𝑛}中，公差𝑑不为0，𝑎1 = 9， 

因为𝑎1，𝑎4，𝑎5成等比数列， 

所以𝑎4
2 = 𝑎1 ⋅ 𝑎5，即(9+ 3𝑑)2 = 9(9+ 4𝑑)， 

解得𝑑 = −2， 

故𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 = 9 − 2(𝑛 − 1) = 11− 2𝑛， 

因为𝑎5 > 0，𝑎6 < 0， 

故当𝑛 = 5时，数列{𝑎𝑛}的前𝑛项和𝑆𝑛有最大值． 

故答案为：−2，5． 

13.【答案】②③  

【解析】【分析】 

本题考查统计学知识，属于中档题． 

根据给出条件，利用统计学知识逐一加以判断． 

【解答】 

解：由题意得，甲校学生成绩优秀率在50%与70%之间，乙校学生成绩的优秀率在40%与60%之间，与各自

学校男女人数比例有关，不能确定哪个学校的优秀率大，①错误； 

②甲乙两校所有男生的优秀率在60%与70%之间，甲乙两校所有女生成绩的优秀率在40%与50%之间，所

以甲乙两校所有男生成绩的优秀率大于甲乙两校所有女生成绩的优秀率，②正确； 

③甲校学生成绩的优秀率与学校的男女生的比例有关，而甲、乙两校整体的优秀率与两校各自的优秀率和

人数比例有关，不能确定二者大小关系，③正确； 

故答案为：②③． 

14.【答案】(−∞,
1

2
] ； ；；(−1, +∞)  

【解析】【分析】 

本题考查分段函数的性质及求参，属中等题． 

当𝑎 = 2时，作出函数𝑓(𝑥)的图象，利用图象求出函数𝑓(𝑥)的递增区间；由𝑓 (
1

2
+ 𝑥) = 𝑓 (

1

2
− 𝑥)得𝑓(𝑥)关于

𝑥 =
1

2
对称，结合二次函数的对称性及方程有解判断范围． 

【解答】 
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解：当𝑎 = 2时，𝑓(𝑥) = {
−𝑥, 𝑥 ≥ 2

−𝑥2 + 𝑥, 𝑥 < 2
，其图象如下图： 

 

由图知，函数𝑓(𝑥)的单调递增区间为(−∞,
1

2
]； 

若∃𝑥 ∈ 𝑅且𝑥 ≠ 0，使得𝑓 (
1

2
+ 𝑥) = 𝑓 (

1

2
− 𝑥)成立，即𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 𝑥，其图象关于𝑥 =

1

2
对称， 

显然当𝑎 >
1

2
时，由二次函数对称知∃𝑥 ∈ 𝑅且𝑥 ≠ 0，使得𝑓 (

1

2
+ 𝑥) = 𝑓 (

1

2
− 𝑥)成立，符合题意； 

则𝑎 ≤
1

2
时，当𝑥 < 𝑎时，𝑦 = −𝑥关于𝑥 =

1

2
对称的曲线为𝑦 = 𝑥 − 1， 

联立{
𝑦 = 𝑥 − 1

𝑦 = −𝑥2 + 𝑥
，得{

𝑥 = −1
𝑦 = −2

或{
𝑥 = 1

𝑦 = 0
(舍去)， 

所以当−1 < 𝑎 ≤
1

2
时，满足𝑓(−1) = 𝑓(2) = −2，即𝑓 (

1

2
−

3

2
) = 𝑓 (

3

2
+

1

2
)，符合题意； 

当𝑎 ≤ −1时，曲线𝑦 = −𝑥2 + 𝑥，(𝑥 < 𝑎)与曲线𝑦 = 𝑥 − 1无公共点，不符合题意； 

综上，实数𝑎的取值范围为(−1, +∞)． 

故答案为：(−∞,
1

2
]；(−1, +∞)． 

15.【答案】②③④  

【解析】【分析】 

本题考查集合的新定义问题，集合与集合的运算等，属于综合题． 

由题意知，𝐴∗中元素为不大于𝐴中所有值的数的集合．由于四个命题对任意符合条件的集合都满足，故可

用特殊集合来验证． 

【解答】 

解：由于非空实数集𝐴，记𝐴∗ = {𝑦|∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ≤ 𝑥}，则𝐴∗中元素为不大于𝐴中所有值的数，即不大于𝐴中最

小元素的数组成的集合． 

①当𝐴集合下边界趋向负无穷大时，如𝐴 = (−∞, 2], ∁𝑅𝐴 = (2, +∞), 𝐴
∗ = ⌀，故①错误； 

②由于𝑀 ⊆ 𝑃，假设𝑀中最小值为𝑚，𝑃最小值为𝑝，那么𝑚 ≥ 𝑝.因此𝑀∗表示不大于𝑚所有数组成的集合，

𝑃∗表示所有不大于𝑝的数组成的集合．则𝑃∗ ⊆ 𝑀∗，故②正确； 

③令𝑀 = 𝑃 = {𝑥|1 < 𝑥 <
3

2
}，则𝑀∗ = {𝑥|𝑥 ≤ 1}，故𝑀∗ ∩ 𝑃 = ⌀，故③正确； 

④令𝑀 = 𝑃 = {𝑥|2 ≤ 𝑥 < 3}，则𝑃∗ = {𝑥|𝑥 ≤ 2}，故𝑀 ∩ 𝑃∗ = {𝑥|𝑥 = 2} ≠ ⌀，故④正确； 

故答案为：②③④． 

三、解答题：本题共 2小题，共 30分。 
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16.【答案】解：(Ⅰ) 

∵ (0.02+ 0.03+ 0.05+ 0.05+ 0.15+ 𝑎 + 0.05+ 0.04+ 0.01) × 2 = 1， 

∴ 𝑎 = 0.1； 

(Ⅱ)由频率分布直方图可得：周平均阅读时间在(12,14]，(14,16]，(16,18]三组的频率之比为0.05：0.04：

0.01 = 5：4：1， 

∴ 10人中，周平均阅读时间在(12,14]的人数为10 ×
5

10
= 5人；在(14,16]的人数为10 ×

4

10
= 4人；在(16,18]的

人数为10 ×
1

10
= 1人； 

则𝑋所有可能的取值为0，1，2，3， 

∴ 𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶6
3

𝐶10
3 =

20

120
=

1

6
； 

𝑃(𝑋 = 1) =
𝐶6
2𝐶4

1

𝐶10
3 =

60

120
=

1

2
； 

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶6
1𝐶4

2

𝐶10
3 =

36

120
=

3

10
； 

𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶4
3

𝐶10
3 =

4

120
=

1

30
； 

∴ 𝑋的分布列为： 

𝑋 0 1 2 3 

𝑃 
1

6
 

1

2
 

3

10
 

1

30
 

∴数学期望𝐸(𝑋) = 0 ×
1

6
+ 1 ×

1

2
+ 2 ×

3

10
+ 3 ×

1

30
=

6

5
； 

(Ⅲ)用频率估计概率，从该校所有学生中随机抽取1名学生，周平均阅读时间在(8,12]内的概率𝑝 = (0.15+

0.1) × 2 = 0.5 =
1

2
； 

则𝑃(𝑘) = 𝐶20
𝑘 𝑝𝑘(1− 𝑝)20−𝑘 

= 𝐶20
𝑘 ×

1

2
𝑘 ×

1

2
20−𝑘 =

𝐶20
𝑘

2
20， 

若𝑃(𝑘)最大，则𝐶20
𝑘最大， 

∴当𝑘 = 10时，𝑃(𝑘)取得最大值．  

【解析】本题考查频率分布直方图，利用超几何分布求分布列，超几何分布的均值，𝑛次独立重复试验及

其概率计算，属于中档题． 

(Ⅰ)根据频率和为1，可构造方程求得𝑎的值； 

(Ⅱ)根据分层抽样原则可确定10人中，周平均阅读时间在(12,14]，(14,16]，(16,18]的人数，则可确定𝑋所有

可能的取值，根据超几何分布概率公式可求得𝑋每个取值对应的概率，由此可得分布列；根据数学期望公

式可求得期望值； 

(Ⅲ)根据频率分布直方图可求得周平均阅读时间在(8,12]内的概率，利用二项分布概率公式可表示出𝑃(𝑘)，

由此可确定结果． 

17.【答案】解：(Ⅰ)𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+ cos𝑥， 
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又𝑓′(1) = 1 + 𝑐𝑜𝑠1，𝑓(1) = 𝑠𝑖𝑛1， 

则由点斜式可得，所求切线方程为𝑦 − 𝑠𝑖𝑛1 = (1+ 𝑐𝑜𝑠1)(𝑥 − 1)， 

即𝑦 = (1+ 𝑐𝑜𝑠1)𝑥 + 𝑠𝑖𝑛1 − 𝑐𝑜𝑠1 − 1； 

(Ⅱ)易知𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+ cos𝑥，令𝑔(𝑥) =

1

𝑥
+ cos𝑥，𝑔′(𝑥) = −

1

𝑥2
− sin𝑥在[1, 𝑒]上恒小于0，故𝑓′(𝑥)在[1, 𝑒]上单

调递减， 

且𝑓′(1) = 1 + cos1 > 0, 𝑓′(𝑒) =
1

𝑒
+ cos𝑒 <

1

𝑒
+ cos

2𝜋

3
=

1

𝑒
−

1

2
< 0， 

所以函数𝑓′(𝑥)在[1, 𝑒]上存在唯一零点，设为𝑥0， 

当𝑥 ∈ [1, 𝑥0)时，𝑓′(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)单调递增，当𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑒]时，𝑓′(𝑥) < 0，𝑓(𝑥)单调递减， 

又𝑓(1) = 𝑠𝑖𝑛1，𝑓(𝑒) = 1 + 𝑠𝑖𝑛𝑒， 

所以函数𝑓(𝑥)在区间[1, 𝑒]上的最小值为𝑠𝑖𝑛1； 

(Ⅲ)证明：函数的定义域为(0, +∞)， 

由(Ⅱ)可知，函数𝑓(𝑥)在[1, 𝑒]上的最小值为𝑠𝑖𝑛1， 

又当𝑥 ∈ (𝑒, +∞)时，𝑓(𝑥) > 𝑙𝑛𝑒 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 1+ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ≥ 0，则函数𝑓(𝑥)在[1, +∞)上没有零点； 

当𝑥 ∈ (0,1)时，𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+ cos𝑥 > 0，则𝑓(𝑥)在(0,1)上单调递增， 

又𝑓(
1

𝑒
) = −1 + sin

1

𝑒
< 0, 𝑓(1) = 𝑠𝑖𝑛1 > 0， 

则函数𝑓(𝑥)在(
1

𝑒
, 1)存在一个零点，即函数𝑓(𝑥)在定义域上只有一个零点．  

【解析】本题考查导数的几何意义，考查利用导数研究函数的单调性及最值，考查函数的零点，考查逻辑

推理能力及运算求解能力，属于较难题． 

(Ⅰ)对函数𝑓(𝑥)求导，进而求得切线斜率及切点，再由点斜式得解； 

(Ⅱ)判断𝑓(𝑥)在[1, 𝑒]上的单调性，由此可得最值； 

(Ⅲ)先证明在[1, +∞)上无零点，再证明在(0,1)上仅有一个零点即可． 

 


