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2024北京景山学校高三（下）开学考 

数    学 

考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效．考试结束后，将本试卷和答题卡一并交

回． 

第一部分（选择题 共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项． 

1. 已知全集
= − −U 2, 1,0,1,2,3

，集合 Z=  A x x{ | 2}2

，则
=AU （    ） 

A. −1,0,1  B. −2, 2,3  C. − −2, 1,2  D. −2,0,3  

2. 在
 
 −
 

x
x

2
4

的展开式中，常数项为（    ） 

A. −24  B. 24 C. −48  D. 48 

3. 如图，在复平面内，复数 z 对应的点为 P ，则复数
+

z

2 i
的虚部为（    ） 

 

A. −i  B. 1  

C. i  D. −1  

4. 若 a b ，则（    ） 

A. a b3 3  B. 
a

b
1  C. −a b0.2 1 D. a b| | | |  

5. 已知抛物线 =y x42 的焦点为 F，点 P 在该抛物线上，且 P的横坐标为 4，则 =PF| | （    ） 

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 

6. 已知 a b, 为非零向量，且 =a| | 1， =b| | 2，则“ + a b| | 3 ”是“存在实数  ，使得

（    ） 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 

b = a ”成立的

充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

7. 已知点O(0,0) ，点 P 满足 =PO| | 1，则点 P 到直线 − − =x m y 2 0 的距离的最大值为（    ） 

A. 1  B. 2  C. 3  D. 4  
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8. 庑殿（图 1）是中国古代传统建筑中的一种屋顶形式，多用于宫殿、坛庙、重要门楼等高级建筑上，庑

殿的基本结构包括四个坡面，坡面相交处形成 5 根屋脊，故又称“四阿殿”或“五脊殿”．图 2 是根据庑

殿顶构造的多面体模型，底面 ABCD是矩形，且四个侧面与底面的夹角均相等，则（    ）． 

      

A. = +AB BC EF  B. = +AB EF
BC

2
 

C. = +AB BC
EF

2
 D. = −AB BC EF2  

9. 已知 an{ }是公差为
3

π2
的等差数列，集合 *

N= S a nn{cos | }，若 =S x y{ , }，则 =xy （    ） 

A. −1  B. 
2

1
 C. 0  D. −

2

1
 

10. 已知两个半径不等的圆盘叠放在一起（有一轴穿过它们的圆心），两圆盘上分别有互相垂直的两条直径

将其分为四个区域，小圆盘上所写的实数分别记为 x x x x, , ,1 2 3 4 ，大圆盘上所写的实数分别记为

y y y y, , ,1 2 3 4 ,如图所示.将小圆盘逆时针旋转 =i i( 1, 2,3, 4) 次，每次转动 90 ，记 =T ii ( 1, 2,3, 4)为转动 i

次后各区域内两数乘积之和，例如 = + + +T x y x y x y x y1 1 2 2 3 3 4 4 1. 若 + x x x x+ + 01 2 3 4 ，

y y y y+ + + 01 2 3 4 ，则以下结论正确的是 

   

A. T T T T, , ,1 2 3 4 中至少有一个为正数 B. T T T T, , ,1 2 3 4 中至少有一个为负数 

C. T T T T, , ,1 2 3 4 中至多有一个为正数 D. T T T T, , ,1 2 3 4 中至多有一个为负数 

第二部分（非选择题 共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分． 

11. 已知数列 an{ }满足， =a 14 ， =+

a

a

n

n

2
 

11
（ =n 1,2, ），则 an{ }的前 4 项和为_______． 

12. 已知 =a3 4， =b
4

log
9

3 ，则 +a b 的值为 _________． 
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13. 已知 ABC 的面积为 + −C a b c
2

sin ( )
1 2 2 2

，则 =C _________． 

14. 已知双曲线𝐶:
𝑥2

𝑎2
− 𝑦2 = 1 (𝑎 > 0)与直线 =y x2 无公共点，则正数a的一个取值可以为_________． 

15. 已知四边形 ABCD是椭圆 + =M y
x

2
: 12

2

的内接四边形，其对角线 AC 和 BD交于原点O ，且斜率之

积为−
3

1
．给出下列四个结论： 

①四边形 ABCD是平行四边形； 

②存在四边形 ABCD是菱形； 

③存在四边形 ABCD使得 = AOD 91 ； 

④存在四边形 ABCD使得 + =AC BD
5

| | | |
642 2

． 

其中所有正确结论的序号为__________． 

三、解答题共 4 小题．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16. 已知函数
 
 = +
 

f x x
4

tan
π

)( ． 

（Ⅰ）求 f x)( 的定义域； 

（Ⅱ）设  π0, )( ，且
 
 = −
 

 f
4

2cos
π

)( ，求  的值． 

17. 如图，在四棱锥 −P ABCD 中， ⊥PD 平面 ABCD，底面 ABCD为菱形，E F, 分别为 AB PD, 的中

点. 

   

（1）求证：EF ∥平面 PBC ； 

（2）若 = =AD PD2 3, 4 ，再从条件①､条件②这两个条件中选择一个作为已知．求二面角

− −E FC D 的大小. 

条件①： =PB PC ； 

条件②： ⊥DE PC . 

注：如果选择条件①和条件②分别解答，按第一个解答计分. 

18. 2023年 10月 17日至 18日，第三届“一带一路”国际合作高峰论坛在北京举行，成为纪念“一带一路”

倡议十周年最隆重的活动．此次活动主题为“高质量共建‘一带一路’，携手实现共同发展繁荣”，而作

为“一带一路”重要交通运输的中欧班列越来越繁忙．下表是从 2018 年到 2022 年，每年中欧班列运行的
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列数（单位：万列）． 

年份 2018 2019 2020 2021 2022 

运行列数 0.63 0.82 1.24 1.5 1.6 

 

（1）计算中欧班列从 2018 到 2022 年的平均运行列数； 

（2）从 2018 年到 2022 年这 5 年中随机选取 3 年，运行列数大于 1.24（单位：万列）有 X 年，求 X 的分

布列和数学期望； 

（3）设 2018 年，2019 年，2020 年运行列数的方差为 s1

2
，2020 年，2021 年，2022 年运行列数的方差为

s2

2
，从 2018 年到 2022 年这 5 年的运行列数的方差为 s3

2
，试判断 s1

2
， s2

2
， s3

2
的大小关系．（结论不要求证

明） 

19. 已知函数 = −f x xln 1 .)()(  

（1）求曲线 =y f x( ) 在点 f0, 0 )( )( 处的切线方程； 

（2）设函数 = −g x f x cx( ) ( ) ,  −x ( , 0)，求 g x( )的单调区间； 

（3）若
 
  − 
 

x
a x bln 1

1
对  −x ( , 0)恒成立，求a的最大值与b 的最小值． 
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参考答案 

第一部分（选择题 共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项． 

1. 【答案】B 

【分析】先用列举法表示集合 A，再求补集即可. 

【详解】因为 x 22 , 

所以−  x2 2 , 

因为 x Z , 

所以 = −A 1,0,1 , 

所以 = −AU 2,2,3 . 

故选：B. 

2. 【答案】B 

【分析】利用二项展开式的通项公式求出展开式的通项，令 x的指数为0 求出 r ，将 r 的值代入通项求出

展开式的常数项． 

【详解】二项式
 
 −
 

x
x

2
4

展开式的通项为 = −+

−T xr

r rr
2 C1 4

4 2)( ，令 − =r4 2 0 ，解得 =r 2，所以展开式的

常数项为 = =T 4C 243 4

2
 

故选：B 

3. 【答案】B 

【分析】由 P 的坐标得到 z ，由复数的除法运算得到
+

z

2 i
，从而得到

+

z

2 i
的虚部. 

【详解】由图可得 −P 1, 2)( ，所以 = − +z 1 2i ， 

所以
+ + + −

= = = =
− + − + −z

2 i 2 i 2 i 2 i 5
i

1 2i 5i1 2i 2 i

)()(

)()(
，虚部为1 . 

故选：B. 

4. 【答案】C 

【分析】用特殊值代入判断即可. 

【详解】对于 A，取 = =a b2, 1满足题意，但23 > 13，故 A 错误； 

对于 B，取 = − = −a b1, 2满足题意，但
𝑏

𝑎
= 2 > 1，故 B 错误； 

对于 C，因为 a b ,所以 − a b 0 , 
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因为指数函数 =y x0.2 在 R 上单调递减， 

所以  =−a b0.2 0.2 10 ,故 C 正确； 

对于 D，取 = − = −a b1, 2满足题意，但 −  −1 2 ，故 D 错误. 

故选：C. 

5. 【答案】D 

【分析】直接根据抛物线焦半径公式计算得到答案. 

【详解】抛物线 =y x42 的准线方程为 = −x 1， 

因为点 P 在抛物线 =y x42 上，P的横坐标为 4，抛物线 =y x42 的焦点为 F， 

所以 PF 等于点 P 到直线 = −x 1的距离， 

所以 = + =PF 4 1 5， 

故选：D. 

6. 【答案】A 

【 分 析 】 根 据 + a b| | 3 得 到 =a bcos , 1 ， 从 而 = b a ， 充 分 性 成 立 ； 根 据 = b a 时 ，

+ = + a b 1 1，但不一定得到 + a b| | 3 ，必要性不成立，从而得到正确答案. 

【详解】充分性： + = + = +  + = +  a b a b a a b b a b2 5 2 9
2 2 22

)( ，所以  a b 2 ， 

又因为  = =a b a b a b a bcos , 2cos , ，所以 a bcos , 1， 

又因为 a bcos , 1，所以 =a bcos , 1， =a b, 0 ， 

所以 a b/ / ， = b a，充分性成立； 

必要性：若 = b a，则 + = + = + = + = +    a b a a a a1 1 1 1)( ， 

但不一定满足 + a b| | 3 ，必要性不成立. 

所以， + a b| | 3 ”是“存在实数 ，使得 = b a”成立的充分而不必要条件. 

故选：A. 

7. 【答案】C 

【分析】由条件可得点 P 是圆 + =x y 12 2 上的一点，因此点 P 到直线的距离的最大值为 +d r ,只需用点到

直线的距离求出 d 的最大值即可. 

【详解】设点 P x y, )( ， 

因为 = + =PO x y 12 2 , 

所以 + =x y 12 2
, 
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所以点 P 是在以 0,0)( 为圆心，半径为 1 的圆上， 

因为点 0,0)( 到直线 − − =x my 2 0的距离
+

= =
m

d
1

2
2

2
, 

当且仅当 =m 0时等号成立， 

所以点 P 到直线 − − =x my 2 0的距离的最大值为 + =2 1 3 . 

故选：C. 

8. 【答案】A 

【分析】设点 E 在底面 ABCD 上的射影为G ，作 ⊥GM BC ， ⊥GN AB ，垂足分别为 M ， N ，设四

个侧面与底面的夹角为 ，即可得到 =  =EMG ENG ，根据三角形全等得到方程，整理即可. 

【详解】如图所示，设点 E 在底面 ABCD上的射影为G ，作 ⊥GM BC ， ⊥GN AB ，垂足分别为M ，

N ． 

则EMG 为侧面 EBC 与底面 ABCD的夹角，ENG 为侧面EBAF 与底面 ABCD的夹角， 

设四个侧面与底面的夹角为 ，则在 EMGRt 和 △ENGRt 中， =  =EMG ENG ， 

   

又GE 为公共边，所以 =GN GM ，即 =
−AB EF BC

2 2
，整理得 = +AB BC EF ． 

故选：A 

9. 【答案】D 

【详解】因为数列 an 是公差为
3

π2
的等差数列,  

所以
 
 = + −  = + −
 

a a n n an
3 3 3

1
π2π2π2

1 1)( ,  

所以
 
 = + −
 

a n an
3 3

cos cos
π2π2

1 ,  

所以数列 ancos  是周期为 3 的数列.  

不妨取 = −a
3

π
1 ,则 = =a a

3
π,

π
2 3 ,  

所以 = = = −a a a
2

cos cos ,cos 1
1

1 2 3 ,  

所以
 
 = = −
 

S x y
2

, , 1
1

 ,  
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所以 = −ab
2

1
. 

故选：D. 

10. 【答案】A 

【详解】根据题意可知： 

（ （）+x x x x y y y y+ + + + +1 2 3 41 2 3 4? ）>0, 

又（ （）+x x x x y y y y+ + + + +1 2 3 41 2 3 4? ） 

去掉括号即得： 

+ + +x y x y x y x y1 2 1 3 1 42 2 + + +x y x y x y x y+ 3 2 42 2 2 2 2 + + +x y x y x y x y+ 3 3 3 3 3 42 2  

+ + +x y x y x y x y+ 4 4 4 3 4 42 2 = + + +T T T T1 2 3 4 >0, 

所以可知T T T T, , ,1 2 3 4 中至少有一个为正数，故选 A 

点睛：借此题关键是要根据题意明白T T T T, , ,1 2 3 4 所表达的意思，然后容易发现

（ （）+x x x x y y y y+ + + + +1 2 3 41 2 3 4? ）= + + +T T T T1 2 3 4 >0 从而得出结论 

第二部分（非选择题 共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分． 

11. 【答案】15  

【分析】由题可知数列 an 为等比数列，根据题意求出首项和公比即可知道前 n项和. 

【详解】因为 = =+

a
n

a

n

n

2
1,2,...

11 )( , 

所以数列 an 是公比为
1

2
的等比数列， 

因为
 
 = =
 

a a
2

1
1

4 1

3

, 

所以 =a 81 , 

所以 = = = =a a a a8, 4, 2, 11 2 3 4 , 

= + + + =S 8 4 2 1 154 . 

故答案为：15. 

12. 【答案】 2  

【分析】根据指数式和对数式的互化及对数的运算性质计算即可. 

【详解】因为 =a3 4 , 

所以 =a log 43 , 

所以 + = + = =a b
4

log 4 log log 9 2
9

3 3 3 . 
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故答案为：2. 

13. 【答案】


3
 

【分析】根据余弦定理及三角形面积公式求解即可. 

【详解】因为 = = + −S ab C C a b cABC
2 2

sin sin
1 1 2 2 2 )( , 

又因为 = + −ab C a b c2 cos 2 2 2 , 

所以 = ab C C ab C
2 2

sin sin 2 cos
1 1

, 

因为𝑎𝑏 > 0, 𝐶 ∈ (0, π), 

所以 Csin 0 , 

所以 =C
2

cos
1

, 

因为 C π0, )( ， 

所以 =C
3

π
. 

故答案为：
3

π
. 

14. 【答案】
1

2
（答案不唯一） 

【分析】根据题意可知，只需直线的斜率大于等于渐近线的斜率即可. 

【详解】双曲线 − = 
a

C y a
x

: 1( 0)
2

2
2

的一条渐近线的斜率为
a

1
, 

若双曲线与直线无公共点， 

只需 
a

2
1

, 

解得 a
2

1
. 

故 a的一个取值可以为
1

2
. 

故答案为：
1

2
（答案不唯一）. 

15. 【答案】①③④ 

【分析】利用椭圆的对称性判断①；利用菱形的对角线互相垂直可判断②；利用正切函数的和差公式与性

质判断③；利用斜率关系得到 +OA OB| | | |2 2
的表达式，然后利用基本不等式求 +AC BD| | | |2 2 的最大

值，可判断④. 

【详解】因为四边形 ABCD是椭圆 + =M y
x

2
: 12

2

的内接四边形， AC 和 BD交于原点O ， 
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由椭圆的对称性可知 =OA OC 且 =OB OD ， 

所以四边形 ABCD是平行四边形，故①正确； 

假设对角线 AC 和 BD的斜率分别为 k k,1 2  ， 

若四边形 ABCD是菱形，则其对角线互相垂直，即 k k 11 2 ， 

而这与  = −k k
3

1
1 2 矛盾，所以不存在四边形 ABCD是菱形，故②错误； 

不妨设直线 AC 的倾斜角为 ，直线 BD的倾斜角为  ，且   ， 

则 = =  k ktan , tan 01 2 ，又  = −k k
3

1
1 2 ，则 = −

k
k

3

1

2

1 ， 

则
 + +
  = − = = = − −

− −  

 
 

 

k k k
AOD k

k k

1 tan tan 1 2 3
tan tan

tan tan 3 1

1 2 2

2
1 2)(  

 −   = − = 
k

k
2 3

2 3 tan120
3 1

2

2 ， 

又     AOD0 180 ，则     AOD90 120 ， 

所以存在四边形 ABCD使得 = AOD 91 ，故③正确； 

直线 AC 的方程 =y k x1 ，直线 BD的方程 =y k x2 ， 

由


 + =


 =

y
x

y k x

2
12

2

1

，得 + =x k x2 21

2 2

)( ，即
+

=x
k2

2

12

2

1

，可得 =
+

= x
k

xA C

2

12 2

2 2

1

， 

同理可得 =
+

= x
k

xB D

2

12 2

2 2

2

， 

则
+ + + +

+ = + = + +
+ +

k k k k
OA OB

k k

2 1 2 1 2 1 2 1
| | 2

1 12 1 2 1

1 2 1 2

2 2 2 2

2 2 1 2

2 2 )()(
， 

由  = −k k
3

1
1 2 ，得 =

k
k

9

1

1

22

2
，令 = = 

t
k t k t

9
, 0

1
1 2

2 2 )( ， 

则
+

+
+ = +

+
+

+
+ = +OA OB

t

t

t t t

9

1 1 922 2
| | | | 2 2

1 9

1

1 1

2

2 2

 

+ + + +
= + + = +

− + − +

t t t t

t t

2 1 9 2 2 1 9 2
3 3

1 2 9 2 2 2 1

)()(

)(
 

 +

= + = +  + = + =

+ +
+ +

tt
tt

t t

t

3
5 5

3 3 3 3
1 16

2 18 118 13 218 13 2 2

5 5 5
2

， 
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当且仅当 =
t

t18
2
，即 = = =t k k

3 3
,

1 1
1 2

2 2
时，等号成立； 

 

于是 + = + = + AC BD OA OB OA OB
5

| | 2 2 4 | |
642 2 2 22 2

)()()( ， 

当且仅当 = =k k
3

1
1 2

2 2
，即四边形 ABCD矩形时，等号成立， 

所以存在四边形 ABCD使得 + =AC BD
5

| | | |
642 2

，故④正确. 

故答案为：①③④. 

【点睛】关键点睛：本题结论④的解决关键是利用弦长公式得到 +AC BD| | | |2 2 关于 t 的表达式，从而利

用基本不等式即可得解. 

三、解答题共 4 小题．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16. 【答案】（I）  + x x k k Z
4

, }π{ |
π

（II） =
12

π
，或 =

4

π3
 

【详解】试题分析：（Ⅰ）使正切函数有意义，需满足 +  + 
 

x k k Z
4 2

, ，解不等式得定义域；（Ⅱ）

将  代入得
   
   + = −
   
 

4 4
tan 2cos

ππ
，将切化弦结合诱导公式得

    
    +  + − =

    
 

4 4
sin 2cos 1 0

ππ
，

等价于
 
 + =
 


4
sin 0

π
，或

 
 + =
 


4 2
cos

1π
，结合  的范围可得结果． 

试题解析：（Ⅰ）由 +  +x k
4 2

π
ππ
，得  +x k

4
π

π
， k Z ．      

所以 函数 f x)( 的定义域是  + x x k k Z
4

, }π{ |
π

． 

（Ⅱ）依题意，得
   
   + = −
   
 

4 4
tan 2cos

ππ
，所以

 
 +   

 = +   
 +
 







4
cos

4π
2sin

4 π
sin

π

， 

整理得
    
    +  + − =

    
 

4 4
sin 2cos 1 0

ππ
，所以

 
 + =
 


4
sin 0

π
，或

 
 + =
 


4 2
cos

1π
．                           
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因为  )π(0, ，所以
 
 + 
 


4 4 4

,
π5ππ

，由
 
 + =
 


4
sin 0

π
，得 + =

4
π

π
， =

4

π3
；由

 
 + =
 


4 2
cos

1π
，得 + =

4 3

ππ
， =

12

π
，所以 =

12

π
，或 =

4

π3
． 

17. 【答案】（1）证明见解析     

（2）答案见解析 

【分析】（1）取 PC 中点M ，证得 =BE MF BE MF/ / , ，得到四边形 BEMF 为平行四边形，证得

𝐸𝐹//𝐵𝑀，结合线面平行的判定定理，即可证得 EF / / 平面 PBC . 

（2）选择条件①：根据题意，证得 ⊥DE DC ，以 D 为原点，建立空间直角坐标系，分别求得平面 FCD

和平面 EFC 的法向量 =n 1,0,01 )( 和 =n 2, 3,32 )( ，结合向量的夹角公式，即可求解；选择条件②：以

D 为原点，连接 BD，求得 =DE 3，分别求得平面 FCD和平面 EFC 的法向量 =n 1,0,01 )( 和

=n 2, 3,32 )( ，结合向量的夹角公式，即可求解. 

【小问 1 详解】 

证明：取 PC 中点M ，连接 FM BM, ， 

在△PCD中， M F, 分别为 PC PD, 的中点，所以MF DC/ / 且 =MF DC
2

1
， 

在菱形 ABCD中，因为 AB DC/ / 且∥ =BE DC
2

1
， 

所以 =BE MF BE MF/ / , ,所以四边形 BEMF 为平行四边形，所以𝐸𝐹//𝐵𝑀， 

又因为 EF 平面 PBC ，且 BM 平面 PBC ，所以 EF / / 平面 PBC . 

  【小问 2 详解】 

解：选择条件①： 

因为 ⊥PD 平面 ABCD， DB DC DE, , 平面 ABCD， 

所以 ⊥ ⊥ ⊥PD DB PD DC PD DE, , . 

连接 BD，因为 = + = +PB PD BD PC PD DC,2 2 2 2 2 2 ，且 =PB PC ， 

所以 =BD DC ，在菱形 ABCD中， = =AB BD AD ，即 ADB 为正三角形， 

又因为 E 为 AB 中点，所以 ⊥DE DC ， 

以 D 为原点， DE DC DP, , 所在的直线分别为 x y z, , 轴，建立空间直角坐标系 −D xyz ， 

如图所示，因为 AB DC/ / 且 ⊥DE AB . 

又因为 ADB 为正三角形且 =AD 2 3 ，所以 =DE 3， 
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则 F E C0,0,2 , 3,0,0 , 0,2 3,0)()()( ，则 = − = −EF EC3,0,2 , 3,2 3,0)()( ， 

由 ⊥DE 平面 FCD，可得平面 FCD的法向量为 =n 1,0,01 )( ， 

设平面 EFC 的法向量为 =n x y z, ,2 )( ，则

  = − + =

  = − + =

n EC x y

n EF x z

3 2 3 0

3 2 0

2

2
， 

取 =x 2 ，可得 = =y z3, 3，所以 =n 2, 3,32 )( ， 

所以 = = =


n n
n n

n n

16 2
cos ,

2 1

1 2

1 2
1 2

，所以二面角 − −E FC D 的大小为60 . 

   

选择条件②： 

因为 ⊥PD 平面 ABCD，且 DE DC, 平面 ABCD，所以 ⊥ ⊥PD DE PD DC, . 

又因为 ⊥  =DE PC PD PC P, ，且 PD PC, 平面 PCD ，所以 ⊥DE 平面 PCD ， 

因为 DC 平面 PCD ，所以 ⊥DE DC ， 

以 D 为原点， DE DC DP, , 所在的直线分别为 x y z, , 轴，建立空间直角坐标系 −D xyz ， 

连接 BD，因为 AB DC/ / 且 ⊥DE AB ，又因为又 E 为 AB 中点，所以 =AD DB ， 

所以 ADB 为正三角形且 =AD 2 3 ，所以 =DE 3， 

则 F E C0,0,2 , 3,0,0 , 0,2 3,0)()()( ，则 = − = −EF EC3,0,2 , 3,2 3,0)()( ， 

由 ⊥DE 平面 FCD，可得平面 FCD的法向量为 =n 1,0,01 )( ， 

设平面 EFC 的法向量为 =n x y z, ,2 )( ，则

  = − + =

  = − + =

n EC x y

n EF x z

3 2 3 0

3 2 0

2

2
， 

取 =x 2 ，可得 = =y z3, 3，所以 =n 2, 3,32 )( ， 

所以 = = =


n n
n n

n n

16 2
cos ,

2 1

1 2

1 2
1 2

，所以二面角 − −E FC D 的大小为60 . 
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18. 【答案】（1）1.158万列     

（2）分布列见解析；期望为
5

6
     

（3）  s s s2 1 3

2 2 2
 

【分析】（1）由平均值的计算公式计算可得； 

（2）由超几何分布的概率计算得到分布列，由数学期望的计算公式得到数学期望； 

（3）观察五个数据的离散程度，对方差的大小进行判断. 

【小问 1 详解】 

从 2018 年到 2022 年运行列数的平均值为 

=
+ + + +

5
1.158

0.63 0.82 1.24 1.5 1.6
． 

所以中欧班列从 2018 到 2022 年的平均运行列数为1.158万列． 

【小问 2 详解】 

X 可能的取值为0,1, 2 ． 

= = =P X
C 10

( 0)
1C C

5

3

2 3

0 3

， = = =P X
C 5

( 1)
3C C

5

3

2 3

21

， = = =P X
C 10

( 2)
3C C

3

2 3

2 1

5

． 

随机变量 X 的分布列为 

X  0  1  2  

P  
10

1
 

5

3
 

10

3
 

随机变量 X 的期望为 =  +  +  =E X
10 5 10 5

( ) 0 1 2
1 3 3 6

． 

【小问 3 详解】 

 s s s2 1 3

2 2 2
. 

证明：设 2018 年，2019 年，2020 年运行列数的平均数为x1， 

2020 年，2021 年，2022 年运行列数的平均数为 x2 ， 

从 2018 年到 2022 年这 5 年的运行列数的平均数为 x3 ， 

则 = =
+ +

x
3 300

0.63 0.82 1.24 269
1 ， = =

+ +
x

3 150

1.24 1.5 1.6 217
2 ，

= =
+ + + +

x
5

1.158
0.63 0.82 1.24 1.5 1.6

3 ， 

= = = 
           
           − + − + − + +
           

s
3 3 90000

0.065
300 300 300 15 150 300 5831

0.63 0.82 1.24
269 269 269 4 11 103

1

2

2 2 2 2 2

， 
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= = = 
           
           − + − + − + +
           

s
3 3 11250

0.023
150 150 150 150 75 150 259

1.24 1.5 1.6
217 217 217 31 4 23

2

2

2 2 2 2 2

， 

= = =
− + − + − + − + −

s
5 5

0.142416
0.712081580.63 1.158 0.82 1.158 1.24 1.158 1.5 1.158 1.6 1.

3

2

2 2 2 2 2

)()()()()(

， 

所以  s s s2 1 3

2 2 2
. 

19. 【答案】（1） = −y x      

（2）答案见解析    （3）b 的最小值为 0，a的最大值为−1  

【分析】（1）根据导数的几何意义求解即可； 

（2）利用导函数研究函数的单调性，要注意对参数进行讨论； 

（3）先对式子进行变形为  − 
x x x

b a
ln(1 )

1
，再令 =  −

x
u ( , 0)

1
，因此  − bu u auln(1 ) ，再构造函数并

结合（2）的结论讨论即可. 

【小问 1 详解】 

f x( )的定义域为 −( ,1) , 

− −
=  − = 

x x
f x x

1 1
( ) (1 )

1 1
， 

所以 = = −k f (0) 1 , 

又 =f (0) 0， 

所以曲线 =y f x( ) 在点 f(0, (0)) 处的切线方程为 = −y x ． 

【小问 2 详解】 

由 = −g x f x cx( ) ( ) ,  −x ( , 0)，得：
− −

= − = − +
x x

g x c cx c
1 1

( ) [ ( 1)]
1 1

． 

注意到
−

 
x1

0 1
1

， 

①当 c 0 时， g x( ) 0，所以 g x( ) 在 −( ,0)递减； 

②当  −c 1时， g x( ) 0，所以 g x( ) 在 −( ,0)递增； 

③当−  c1 0时，令 =g x( ) 0得： = +
c

x 1
1

． 

x  
 
 − +
 

c
, 1
1

 +
c

1
1

 
 
 +
 

c
1,0

1
 

g x( )  +  0  −  

g x( )  ↗ 极大值 ↘ 
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综上，当  −c 1时， g x( ) 的单调增区间是 −( ,0)，无单调减区间； 

当 c 0 时， g x( ) 的单调减区间是 −( ,0)，无单调增区间； 

当−  c1 0时， g x( ) 的单调增区间是 − +
c

( , 1)
1

，单调减区间是 +
c

( 1,0)
1

． 

【小问 3 详解】 

 
  − 
 

x
a x bln 1

1
对  −x ( , 0)恒成立等价于  − 

x x x

b a
ln(1 )

1
． 

设 =  −
x

u ( , 0)
1

，则  − 
x x x

b a
ln(1 )

1
等价于  − bu u auln(1 ) ， 

即 − − u auln(1 ) 0，且 − − u buln(1 ) 0.  

由（2）知： 

当 c 0 时， g u( ) 在区间 −( ,0)单调递减，故  =g u g( ) (0) 0， 

即对任意 b 0，ln(1 − 𝑢) > 𝑏𝑢； 

当  −c 1时， g u( ) 在区间 −( ,0)单调增，故  =g u g( ) (0) 0， 

即对任意  −a 1， − u auln(1 ) ． 

当−  c1 0时， g u( ) 在区间
 
 − +
 

c
, 1
1

单调递增，在区间
 
 +
 

c
1,0

1
单调递减． 

所以 g u )( 的极大值
 
 = +  =
 

c
g g1 0 0

1
)( ． 

因为 
c

1
1
2

，又可证得 − = + +
c c c

g( ) ln(1 )
1 1 1
2 2

， 

设 =  −
c

m m, 1
1

， 

设 = + +h m m m( ) ln(1 )2 ， 

则
+ +

= + = 
+

m m
h m

m m

1 1
( ) 1 0

2 ( 1)
2 2

2

， 

故此 h m( )在 − −( , 1) 单调递增， 

 − = − h m h( ) ( 1) ln 2 1 0 ， 

故此 − 
c

g( ) 0
1
2

， 

当−  c1 0时成立，所以存在  − +
c c

u ( , 1)
1 1
20 ，使得 =g u( ) 00 ， 

且当 u u( ,0)0 时， g u( ) 0 ；当  −u u( , )0 时， g u( ) 0 ，不合题意． 

综上，b 的最小值为 0，a的最大值为−1． 

【点睛】思路点睛：不等式
 
  − 
 

x
a x bln 1

1
对  −x ( , 0)恒成立等价于  − 

x x x

b a
ln(1 )

1
，再用换元的
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方法转化为  − bu u auln(1 ) ，这样函数的形式简单，讨论起来更加简便. 

 


