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北京二中 2024—2025学年度高三年级第一学期开学测试 

数学          2024.8 
命题人：_周长春_     审核人：__刘冬__      得分：__________ 

第一部分（选择题   共 40 分） 

一．选择题（共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项） 

1~5BCCDC     6~10CBBAA 

二．填空题（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

11．
1

2
，

7

15
           12. 16   

40

41
−

         13． 0 .（答案不唯一） 

14.
4

3
y x=            15.②③④  

三．解答题（共 6 小题，共 85 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程） 

16. （本小题 13 分）在 ABC△ 中， 
10

5

b

a
= ，

10
cos

10
A = ． 

（1）求证 ABC△ 为等腰三角形； 

（2） 再从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使 ABC△ 存在且唯一，求b 的值． 

条件①：
6

B


 = ； 

条件②： ABC△ 的面积为
15

2
； 

条件③： AB 边上的高为 3. 

注：如果选择的条件不符合要求，第（Ⅱ）问得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第

一个解答计分． 

解：（1）在 ABC△ 中，
10

5

b

a
= ，

10
cos

10
A = ， 

设 5a m= ， 10b m= ，其中 0m  . 

根据余弦定理 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ，得 

2 2 2 10
25 10 2 10

10
m m c c m= + −   . 

整理，得 2 22 15 0c mc m− − = ， 

因为 0c  ，解得 5c m= ，所以a c= . 

所以 ABC△ 为等腰三角形.   ………………7 分 
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（2）若选择条件②：在 ABC△ 中，由
10

cos
10

A = ，得
3 10

sin
10

A = . 

所以 21 1 3 10 15 15
sin 10 5

2 2 10 2 2
ABC bc A m m mS = =    = = . 

解得 1m = ，即 10b = .  ………………13 分 

若选择条件③：在 ABC△ 中，由 AB 边上的高为 3，得 sin 3b A = . 

由
10

cos
10

A = ，得
3 10

sin
10

A = . 

解得 10b = .  ………………13 分 

 

17. （本小题 13 分）改革开放 40 年来，体育产业蓬勃发展反映了“健康中国”理念的普及．下图是我国 2006

年至 2016 年体育产业年增加值及年增速图．其中条形图为体育产业年增加值（单位：亿元），折线图为体育

产业年增长率（％）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（1）从 2007 年至 2016 年随机选择 1 年，求该年体育产业年增加值比前一年的体育产业年增加值多500  亿

元以上的概率； 

（2）从 2007 年至 2016 年随机选择 3 年，设 X 是选出的三年中体育产业年增长率超过 20%的年数，求X

的分布列与数学期望； 

（3）由图判断，从哪年开始连续三年的体育产业年增长率方差最大？从哪年开始连续三年的体育产业年增

加值方差最大？（结论不要求证明） 

解:（1）设 A表示事件“从 2007 年至 2016 年随机选出 1 年，该年体育产业年增加值比前一年的体育产业

年增加值多500亿元以上”．由题意可知，2009 年，2011 年，2015 年，2016 年满足要求， 

故
4 2

( )
10 5

P A = = ．                                              ............................4 分 
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（2）由题意可知， X 的所有可能取值为 0 ,1, 2 ，3，且 

3

6

3

10

C 1
( 0) =

C 6
P X = = ；    

1 2

4 6

3

10

C C 1
( 1) =

C 2
P X = = ； 

2 1

4 6

3

10

C C 3
( 2) =

C 10
P X = = ； 

3

4

3

10

C 1
( 3) =

C 30
P X = = .  

所以 X 的分布列为： 

X  0 1 2 3 

P  
1

6
 

1

2
 

3

10
 

1

30
 

故 X 的期望
1 1 3 1 6

( ) 0 1 2 3
6 2 10 30 5

E X =  +  +  +  = ．                ............................10 分 

（3）从 2008 年或 2009 年开始连续三年的体育产业年增长率方差最大． 

   从 2014 年开始连续三年的体育产业年增加值方差最大．             ............................13 分 

18. （本小题 14 分）已知在四棱锥 ABCDP − 中，底面 ABCD 是边长为4 的正方形， PAD△ 是正三角形，平

面 PAD ⊥平面 ABCD， E F G、 、 分别是 PC PD BC、 、  的中点． 

（1）求证： AB 平面EFG ； 

（2）求平面 EFG 与平面 ABCD 夹角的大小； 

（3）线段 PA上是否存在点 M ，使得直线GM  

与平面 EFG 所成角为
π

6
，若存在，求出 

线段 PM 的长度；若不存在，说明理由． 

解：（1）证明:因为E F、 分别是 PC PD、  的中点 

所以 EF CD  

又因为底面 ABCD 是正方形 

所以 AB CD  

所以 AB EF  

又因为 AB 平面 EFG  

EF 平面 EFG  

所以 AB 平面EFG                                 ………………4 分 
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（2）取 AD 中点O ，连结 ,OP OG  

因为△ PAD 是正三角形，O 是 AD 的中点， 

所以 ⊥PO AD . 

又因为平面 PAD ⊥平面 ABCD , 

平面 PAD 平面 ABCD = AD , 

PO 平面 PAD ， 

  所以 ⊥PO 面 ABCD                                    

所以 , ,PO OG PO OA⊥ ⊥  

在正方形 ABCD 中，G O、 分别是 BC AD、  的中点，所以OA OG⊥  

所以OA OG OP， ， 两两垂直 

如图，以O点为原点分别以OA、OG 、OP所在直线为 x 轴、 y 轴、 z 轴建立空间直角坐标系. 

则 )32,0,0(),0,4,0(),0,0,2(),0,4,2(),0,4,2(),0,0,2(),0,0,0( PGDCBAO −− ， 

)3,0,1(),3,2,1( −− FE ， )3,2,1(),0,2,0( −=−= EGEF ， 

设平面 EFG 的法向量为 ),,,( zyxm =  







=−+

=−

,032

,02

zyx

y
 

令 1=z ，则 )10,3( ，=m ，       

又平面 ABCD 的法向量 )1,0,0(=n ， 

设平面 EFG 与平面 ABCD 所成锐二面角为 ， 

所以
2

1

||||

||
cos =


=

nm

nm
 . 

所以平面 EFG 与平面 ABCD 所成锐二面角为
3

π
.           ………………10 分 

 

（3）假设线段 PA上存在点 M ，使得直线GM 与平面 EFG 所成角为
π

6
， 

设 ]1,0[, = PAPM ， 

PAGPPMGPGM +=+= ， 

所以 ))1(32,4,2(  −−=GM .                            

所以
2

3
sin cos ,

6 2 4 6 7

π
GM m

 
=   =

− +
，               

整理得 0232 2 =+−  ，无实解，导致矛盾 

所以，不存在这样的点 M .                 ………………14 分 

 

O

z

y

x

E

F

G

P

C
D

BA
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19. （本小题 15 分）已知椭圆 ( )
2 2

2 2
: 1 0

x y
C a b

a b
+ =   过点 ( )4,0A − ， (2, 3)P − . 

（1）求椭圆C 的方程以及离心率；  

（2）设直线 : 2l y kx= − 与椭圆C 交于 ,M N 两点，过点 N 作直线 6y = − 的垂线，垂足为Q .判断直线MQ 是

否过定点，并证明你的结论. 

解：（Ⅰ）由题意， 4a = ， 

2 2

4 9
1

a b
+ = ， 

2 2 2a b c= +      解得 2 3, 2b c= =       

所以椭圆
2 2

1
16 12

x y
C + =方程为 ，离心率

1

2

c
e

a
= =     ………………5 分 

（Ⅱ）直线 MQ 过定点 (0, 4)T −  

证明如下： 

设 1 1( , )M x y ， 2 2( , )N x y ,则 2( , 6)Q x −  

由
2 2

2

3 4 48

y kx

x y

= −


+ =

，
， 

 2 2(3 4 ) 16 32 0k x kx+ − − =  

2 2=( 16 ) 4 32(3 4 ) 0k k − +  +    

1 2 2

16

3 4

k
x x

k
+ =

+
，

1 2 2

32

3+4
x x

k

−
= .  

（方法 1） 

1 1 2( , 4), ( , 2)TM x y TQ x= + = − ，  

1 2 1 1 2 1( 2) ( 4) 2 ( 2 4)x x y x x kx− − + = − − − +   

1 2 1 2

2 2

2( )

16 32
2 0

3 4 3+4

x x kx x

k
k

k k

= − + −

−
= −  − =

+

 

            所以 //TM TQ ， 

            所以M Q T， ， 三点共线，即直线 MQ 过定点 (0, 4)T −    ………………15 分 

（方法 2） 

1

1 2

6
MQ

y
k

x x

+
=

−
 

MQ ： 1
2

1 2

6
6 ( )

y
y x x

x x

+
+ = −

−
.  

令 0x = ，得 1 2 1

2 1

6x x y
y

x x

+
=

−
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1 2 1

2 1

6 ( 2)x x kx

x x

+ −
=

−
 

1 2 1 2

2 1

6 2x x kx x

x x

− +
=

−
 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1

6 2 2( )
( 4)

x x kx x x x kx x

x x x x

− + + +
− − =

− −
（略）  

或者令 0x = ，得 1 2 1

2 1

6x x y
y

x x

+
=

−

1 2 1 2

2 1

6 2x x kx x

x x

− +
=

−

1 2 1 2 2

1 2 2

[6( ) ] 8

[ ( )] 2

x x kx x x

x x x

+ + −
=

− + +
 （略） 

20.（本小题 15 分）已知函数 ( ) ( )
cos 1

,
x

f x g x ax
x x

= = − . 

（1）求函数 ( )f x 在
2

x


= 处的切线方程；； 

（2）若函数 ( )f x 和函数 ( )g x 的图象没有公共点，求实数a的取值范围. 

解：（1）因为
cos

( )
x

f x
x

= ，所以 2

sin cos
( )

x x x
f x

x

− −
 = ， 

因为 ( ) 0
2

f


= ， ( )f x 在点
π

,0
2

A
 
 
 

处的切线斜率为
2

( )
2

f


 = −

， 

所以切线方程为
2

( )
2

y x


= − −


，即
2

1
π

y x= − + .             ………………5 分 

（2）因为函数 ( )f x 和函数 ( )g x 的图象没有公共点，所以 ( ) ( )f x g x= ，即
cos 1x

ax
x x

= − 无实根， 

所以当 0x  时， 2( ) cos 1 0h x x ax= + − = 无实根， 

因为 ( ) ( )h x h x− = ，即 ( )h x 是偶函数，所以 2( ) cos 1 0h x x ax= + − = 在 (0, )+ 上无实根. 

( ) 2 sinh x ax x = − ， 

记 ( ) ( ) 2 sinm x h x ax x= = − 则 ( ) 2 cosm x a x = − ， ,( )0x + . 

①当 0a  时， 2 0ax  ，又 1 cos 1x−   ，则 cos 1 0x −  ，所以
2( ) cos 1 0h x x ax= + −  ，满足 ( ) 0h x = 在 (0, )+

上无实根. 

②当 0a = 时， ( ) cos 1 0h x x= − = 在 (0, )+ 上有实根，不合题意，舍去. 

③当
1

2
a  时， ( ) 2 cos 0m x a x = − ≥ ，所以 ( ) 2 sinh x ax x = − 在 (0, )+ 单调递增， 

则 ( ) (0) 0h x h  = ，所以
2( ) cos 1 0h x x ax= + − = 在 (0, )+ 上单调递增， 

所以 ( ) (0) 0h x h = ，满足 ( ) 0h x = 在 (0, )+ 上无实根. 

④当
1

0
2

a  时，因为 ( ) 2 cosm x a x = − 在
π

(0, )
2
单调递增，且 (0) 2 1 0m a = −  ， ( ) 2 0

2
m a


 =  ， 

则存在唯一的 0

π
(0, )

2
x  ，使 0 0( ) 2 cos 0m x a x = − = ，列表得 
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x  0(0, )x  0x  0

π
( , )

2
x  

( )m x  - 0 + 

( ) ( )m x h x=  ↘ 极小值 ↗ 

所以当 0(0, )x x 时， ( ) (0) 0h x h  = ，则 ( )h x 在 0(0, )x 单调递减，则 ( ) (0) 0h x h = ， 

又因为
2(2 ) 4 0h a =   ，且 ( )h x 在 (0, )+ 上连续， 

所以 2( ) cos 1 0h x x ax= + − = 在 (0,2π)上有实根，不合题意. 

综上可知，实数 a的取值范围是
1

( ,0) [ , )
2

−  + .              ………………15 分 

21. （本小题 15 分）已知集合
1 2 1 2{( , , , ) | , , ,n n nS x x x x x x= 是正整数1,2,3, ,n 的一个排列} ( 2)n  ，

函数
1, 0,

( )
1, 0.

x
g x

x


= 

− 
 

对于
1 2( , , )n na a a S… ，定义：

1 2 1( ) ( ) ( ), {2,3, , }i i i i ib g a a g a a g a a i n−= − + − + + −  ，
1 0b = ，称

ib 为 ia 的满意指数．排列 1 2, , , nb b b 为排列 1 2, , , na a a 的生成列；排列 1 2, , , na a a 为排列 1 2, , , nb b b

的母列． 

（1）当 6n = 时，写出排列3,5,1,4,6,2 的生成列及排列0, 1,2, 3,4,3− − 的母列； 

（2）证明：若 1 2, , , na a a 和 1 2, , , na a a  为 nS 中两个不同排列，则它们的生成列也不同； 

（3）对于 nS 中的排列 1 2, , , na a a ，定义变换 ：将排列 1 2, , , na a a 从左至右第一个满意指数为负数的项

调至首项，其它各项顺序不变，得到一个新的排列．证明：一定可以经过有限次变换 将排列 1 2, , , na a a

变换为各项满意指数均为非负数的排列． 

（1）解：当 6n = 时，排列3,5,1,4,6,2 的生成列为0,1, 2,1,4, 3− − ；         

排列0, 1,2, 3,4,3− − 的母列为3,2,4,1,6,5．         ………………4 分 

（2）证明：设 1 2, , , na a a 的生成列是 1 2, , , nb b b ； 1 2, , , na a a  的生成列是 1 2, , , nb b b  ． 

从右往左数，设排列 1 2, , , na a a 与 1 2, , , na a a  第一个不同的项为 ka 与 ka ，即： n na a= ， 1 1n na a− −
= ，

， 1 1k ka a+ +
= ， k ka a ． 

显然 n nb b= ， 1 1n nb b− −
= ， ， 1 1k kb b+ +

= ，下面证明： k kb b ．      

由满意指数的定义知， ia 的满意指数为排列 1 2, , , na a a 中前 1i − 项中比 ia 小的项的个数减去比 ia 大
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的项的个数． 

由于排列
1 2, , , na a a 的前 k 项各不相同，设这 k 项中有 l 项比

ka 小，则有 1k l− − 项比
ka 大，从而

( 1) 2 1kb l k l l k= − − − = − + ． 

同理，设排列
1 2, , , na a a  中有 l项比

ka 小，则有 1k l− − 项比
ka 大，从而 2 1kb l k = − + ． 

因为 
1 2, , , ka a a 与

1 2, , , ka a a  是 k 个不同数的两个不同排列，且
k ka a ， 

所以 l l ， 从而 k kb b ．  

所以排列 1 2, , , na a a 和 1 2, , , na a a  的生成列也不同．………………10 分 

（3）证明：设排列 1 2, , , na a a 的生成列为 1 2, , , nb b b ，且 ka 为 1 2, , , na a a 中从左至右第一个满意指数为

负数的项，所以 1 2 10, 0, , 0, 1k kb b b b−    − ．               

进行一次变换  后，排列 1 2, , , na a a 变换为 1 2 1 1, , , , , ,k k k na a a a a a− + ，设该排列的生成列为

1 2, , , nb b b  ．                                                   

所以 1 2 1 2( ) ( )n nb b b b b b  + + + − + + +  

1 2 1 1 2 1[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )]k k k k k k k kg a a g a a g a a g a a g a a g a a− −= − + − + + − − − + − + + −       

1 2 12[ ( ) ( ) ( )]k k k kg a a g a a g a a −= − − + − + + −  

2 2kb= −  ．                                                  

因此，经过一次变换 后，整个排列的各项满意指数之和将至少增加 2 ． 

因为 ia 的满意指数 1ib i − ，其中 1,2,3, ,i n= ， 

所以，整个排列的各项满意指数之和不超过
( 1)

1 2 3 ( 1)
2

n n
n

−
+ + + + − = ， 

即整个排列的各项满意指数之和为有限数， 

所以经过有限次变换 后，一定会使各项的满意指数均为非负数．………………15 分 

 


