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2023北京交大附中高三 9月开学考 

数    学 

说明：本试卷共 4 页，共 150 分.考试时长 120 分钟. 

一、选择题（每题的四个备选答案中只有一个答案正确） 

1. 已知集合𝑀 = {𝑥|𝑥 − 1 > 0}，集合𝑀 = {𝑥|𝑥 − 2 ≥ 0}，则 (   )  

A. M N          B. N M         C.  =M N          D. R =M N  

2．若复数 z 满足 = −iz i2 4 ，则复数 z 在复平面内对应的点位于 (   )  

A．第一象限 B．第二象限       C．第三象限   D．第四象限 

3. 下列函数中，是奇函数且在其定义域上为增函数的是 (   )  

A． =y xsin     B． =y x x   C． =y xtan      D． = −
x

y x
1

 

4. “𝑥 > 1”是“
𝑥+1

𝑥
 < 2”的 (   )  

A．充分非必要条件                   B．必要非充分条件    

C．充要条件                         D．既非充分也非必要条件 

5. 已知平面向量 = −a 2, 1)( ， = −b x4, )( ，若b 与(�⃗� + �⃗⃗�)共线，则实数 =x （    ） 

A. −8   B. 8             C. −2                   D. 2 

6. 已知 f（x）是定义在(−∞,+∞)上的偶函数，且在（−∞，0]上单调递增，若 a＝f（𝑙𝑜𝑔1

5

3），b＝f（log35）， 

c＝f（0.20.5），则 a，b，c 的大小关系为（  ） 

A．a＜b＜c    B．c＜a＜b     C．b＜a＜c    D．c＜b＜a 

7．等差数列 an{ }的前 n项和为 Sn ，前 n项积为Tn ，已知 = −a 42 ， = −S 104 ，则 (   )  

A． Sn 有最小值，Tn 有最小值 B． Sn 有最大值，Tn 有最大值  

C． Sn 有最小值，Tn 有最大值 D． Sn 有最大值，Tn 有最小值 

8. 已知点M (2,0)，点 P 在曲线 =y x42 上运动，点 F 为抛物线的焦点，则
−PF

PM

1

2

的最小值为   

A．  3                                B． （2 −5 1)         

C． 4 5                                 D．4 

9．生物体死亡后，它机体内原有的碳 14 含量 P 会按确定的比率衰减（称为衰减率），P 与死亡年数 t 之间

的函数关系式为P = (
1

2
)

𝑡

𝑎
（其中 a 为常数），大约每经过 5730 年衰减为原来的一半，这个时间称为“半

衰期”．若 2021年某遗址文物出土时碳 14的残余量约占原始含量的 75%，则可推断该文物属于（  ） 

参考数据：log20.75≈﹣0.4 
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参考时间轴： 

 

A．宋 B．唐 C．汉 D．战国 

10. 若点 N 为点M 在平面𝑎上的正投影，则记𝑁 = 𝑓𝑎(𝑀). 如图，在棱长为 1的正方体 ABCD A B C D1 1 1 1 中，

记平面 AB C D1 1 为 ，平面 ABCD 为 ，点 P 是棱 CC1 上一动点（与 C ， C1 不重合），

Q f f P[ ( )]1 ，Q f f P[ ( )]2 . 给出下列三个结论： 

①线段 PQ2 长度的取值范围是
2 2

[ , )
1 2

； 

②存在点 P使得 PQ1 ∥平面 ； 

③存在点 P使得𝑃𝑄1 ⊥ 𝑃𝑄2. 

其中，所有正确结论的序号是 

（A）①②③ （B）②③ （C）①③ （D）①② 

 

二、填空题 

11．已知 x， y 0，且满足 + =x y 2 ，则 + +xy x y 的最大值为__________. 

12. 已知函数 =y f x)( 为奇函数， + =f x f x4 )()( ，若当𝑥 ∈ [0, 2)时，𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥 + 𝑎)，则

𝑓(2023)=______． 

13．已知函数 = − +f x x x x
2

( ) 3 sin cos sin
12 ，若将其图象向右平移  ( 0) 个单位长度后所得的图象关于

原点对称，则的最小值为  ． 

14．设函数
，，

，，

 − − + 
=

− 

x a a x a
f x

x x a

| 3 | 3
( )

12

，若函数 f x( ) 存在最小值，则 a的一个取值为   ； a的

最大值为   ． 

15．已知数列 an{ }满足 =a 11 ， = − +a a a n Nn n n
3

( )
1

1

2 * ，给出下列四个结论中，正确的结论是           . 

①数列 an{ }是单调递减数列；                        ②数列 an{ }中存在不大于 0 的项； 

③存在  +N N0 ，当 n N0 时， an
100

1
；           ④ a

40

1
100

. 

三、解答题 

16．在ABC 中， =A
5

cos
3
， =a 4 2 ．再从条件①、条件②这两个条件中选择一个作为已知．求： 

（Ⅰ） c 的值； 

（Ⅱ） Csin 和ABC 的面积． 

A1

B1

C1
D1

A B

C
D

P
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条件①： =


B
4
；条件②： =b 5． 

(注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分) 

 

 

 

17．如图所示，在四棱锥 −P ABCD 中， ⊥PD 底面 ABCD ，底面 ABCD 是矩形， M 是线段 PC 的中

点．已知 = =PD CD 2， =AD 1． 

（Ⅰ）求证： PA / / 平面 BDM ； 

（Ⅱ）求二面角 − −M BD C 的余弦值； 

（Ⅲ）直线 BD上是否存在点 N ，使得MN 与 PA垂直？若存在，求MN 的长；若不存在，请说明理由． 

 

 

18．某汽车品牌为了了解客户对于其旗下的五种型号汽车的满意情况，随机抽取了一些客户进行回访，调

查结果如表： 

汽车型号 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ 

回访客户（人数） 250 100 200 700 350 

满意率 0.5 0.5 0.6 0.3 0.2 

满意率是指：某种型号汽车的回访客户中，满意人数与总人数的比值．假设客户是否满意互相独立，且每

种型号汽车客户对于此型号汽车满意的概率与表格中该型号汽车的满意率相等． 

（Ⅰ）从所有的回访客户中随机抽取 1 人，求这个客户满意的概率； 

（Ⅱ）若以样本的频率估计概率，从Ⅰ型号和Ⅴ型号汽车的所有客户中各随机抽取 1 人，设其中满意的人

数为 ，求 的分布列和期望； 

（Ⅲ）用“ = 11 ”，“ = 12 ”，“ = 13 ”，“ = 14 ”，“ = 15 ”分别表示Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ，Ⅴ型号汽车让

客户满意，“ = 01 ”，“ = 02 ”，“ = 03 ”，“ = 04 ”，“ = 05 ”分别表示不满意．写出方差 D 1，

D 2 ， D 3 ， D 4 ， D 5 的大小关系． 

 

 

19．已知 : 的离心率为 ，短轴一个端点到右焦点的距离为 . C
x

a

y

b
a b+ =  

2

2

2

2
1( 0)

6

3
3
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(Ⅰ)求椭圆 C 的方程； 

(Ⅱ)设直线 l 与椭圆 C 交于 A、B 两点，坐标原点 O 到直线 l 的距离为 ，求△AOB 面积的最大值. 

 

 

20．已知函数𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥

𝑎𝑥
(𝑎 > 0)． 

(1)求 f x( ) 的单调区间； 

(2)若  −
a

f x x( )
1
对  +x 0( ), 恒成立，求 a 的取值范围； 

(3)若 + = x x x x x xln ln 02 1 1 2 1 2 )( ，证明： + x x 21 2 ． 

 

21．已知无穷数列 xn{ } ， yn{ } ， zn{ } 满足： = −+x y zn n n| | | |1 ， = −+y z xn n n| | | |1 ， = −+z x yn n n| | | |1 ， n N * ． 

记 =u max xn n{| |， yn| |， z max xn| |}( { ， y ， z}表示 3 个实数 x， y ， z 中的最大值）． 

（Ⅰ）若 =x 21 ， =y 31 ， =z 41 ，求 u1 ， u2 ， u3 ； 

（Ⅱ）若 =x 21 ， =y 31 ， =u u2 1 ，求 z1 ； 

（Ⅲ）设 x1 ， y1 ， z1 是有理数，数列 xn{ }， yn{ } ， zn{ } 中是否一定存在无穷个 0？请说明理由． 

  

3

2
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参考答案 
1.已知集合 = − M x x{ | 1 0}，集合 = − N x x{ | 2 0}，则（    ） 

A. M N  B. N M  

C.  =M N  D. R =M N  

【答案】B 

【解析】 

【分析】先化简集合M N, ，利用集合间的关系和交集，并集的概念求解即可. 

【详解】由题意可得 = M x x }1{ | ， = N x x{ | 2}， 

所以 N M ， =  M N x x{ |1 2}，  =M N M ， 

即 ACD 错误，B 正确. 

故选：B 

2．（4 分）若复数 z 满足 = −iz i2 4 ，则复数 z 在复平面内对应的点位于 (   )  

A．第一象限 B．第二象限 C．第三象限 D．第四象限 

【分析】化简复数，求出复数 z 在复平面内对应的点位于的象限即可． 

【解答】解： = −iz i2 4 ，
 −

 = = = = − −
− − +

i i i
z i

i i i i

1
4 2

2 4 (2 4 ) 4 2
， 

故复数 z 在复平面内对应的点位于第三象限， 

故选：C ． 

【点评】本题考查了复数的运算及其几何意义，是基础题． 

3. 下列函数中，是奇函数且在其定义域上为增函数的是 

A. =y xsin   B. =y x x    C. =y xtan    D. = −
x

y x
1
 

解析：对于 A，有增有减，排除；对于 C，D都是分段函数且不能用并集，排除；选 B. 

 

4.“ x 1”是“
𝑥+1

𝑥
<2”的（       ） 

A．充分非必要条件   B．必要非充分条件   C．充要条件   D．既非充分也非必要条件 

 

A 

【解析】 

【详解】 

由
𝑥+1

𝑥
<2，可得 x 1或 x 0  

则由“ x 1”可以得到“
𝑥+1

𝑥
<2”； 由“

𝑥+1

𝑥
<2” 不能得到“ x 1” 

则“ x 1”是“
𝑥+1

𝑥
<2”的充分非必要条件 

故选：A 



 

第6页/共18页 
 

5. 已知平面向量 = −a 2, 1)( ， = −b x4, )( ，若b 与 +a b)( 共线，则实数 =x （    ） 

A. −8  B. 8 C. −2  D. 2 

【答案】D 

【解析】 

【分析】利用向量加法和共线 坐标表示求解即可. 

【详解】由题意可得 + = − − +a b x2, 1 )( ， 

因为b 与 +a b)( 共线， 

所以 = +b a b)( ，即
 = − +

− = −





x x1

4 2

)(

)(
，解得

 =

 =

x 2

2
， 

故选：D 

 

6. 已知 f（x）是定义在(−∞,+∞)上的偶函数，且在（﹣∞，0]上单调递增，若 a＝f（𝑙𝑜𝑔1

5

 3），b＝f

（log35），c＝f（0.20.5），则 a，b，c 的大小关系为（  ） 

A．a＜b＜c B．c＜a＜b C．b＜a＜c D．c＜b＜a 

【分析】根据函数奇偶性好的单调性的关系进行转化求解即可． 

【解答】解：f（x）是定义在（﹣∞，+∞）上的偶函数，且在（﹣∞，0]上单调递增， 

∴f（x）在[0，+∞）单调递减， 

a＝f(𝑙𝑜𝑔1

5

3）＝f（﹣log53）＝f（log53）， 

log35＞1，0.20.5＝√0.2 = √
1

5
=

√5

5
<

1

2
， 

log5√5＜log53＜1，即
1

2
＜log53＜1， 

则 0.20.5＜log53＜log35， 

则 f（log35）＜f（log53）＜f（0.20.5）， 

即 b＜a＜c， 

故选：C． 

【点评】本题主要考查函数值的大小比较，结合对数函数的性质以及函数奇偶性和单调性的关系进行转

化是解决本题的关键． 

7．等差数列 an{ }的前 n项和为 Sn ，前 n项积为Tn ，已知 = −a 42 ， = −S 104 ，则 (   )  

A． Sn 有最小值，Tn 有最小值 B． Sn 有最大值，Tn 有最大值  

C． Sn 有最小值，Tn 有最大值 D． Sn 有最大值，Tn 有最小值 

【分析】先由题设求得 an，再利用数列{an}的性质及项的特点，即可得到正确选项． 

【解答】解：∵S4＝﹣10， 

∴
4(𝑎1+𝑎4)

2
＝2（a2+a3）＝﹣10，即 a2+a3＝﹣5， 

的
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又 a2＝﹣4，∴a3＝﹣1， 

∴公差 d＝a3﹣a2＝3， 

∴an＝a2+（n﹣2）d＝﹣4+3（n﹣2）＝3n﹣10， 

易知：当 n≤3 时，an＜0；当 n≥4 时，an＞0， 

∴（Sn）min＝S3，（Tn）max＝T2， 

故选：C． 

【点评】本题主要考查等差数列基本量的计算及性质的应用，属于中档题． 

8. 已知点M (2,0)，点 P 在曲线 =y x42 上运动，点 F 为抛物线的焦点，则
−PF

PM

1

2

的最小值为   

A.  3     B.  （2 −5 1)        C.   4 5       D.   4 

【分析】设出 P 的坐标，利用已知条件化简表达式，通过基本不等式求解最小值即可． 

【解答】解：设 P（x，y），可得 ＝ ＝ ＝x ≥2 ＝4． 

当且仅当 x＝2 时取得最小值 4． 

故选：D． 

【点评】本题考查抛物线的简单性质以及基本不等式的应用，是基本知识的考查． 

9．生物体死亡后，它机体内原有的碳 14 含量 P 会按确定的比率衰减（称为衰减率），P 与死亡年数 t 之间

的函数关系式为P = (
1

2
)

𝑡

𝑎
（其中 a 为常数），大约每经过 5730 年衰减为原来的一半，这个时间称为“半

衰期”．若 2021年某遗址文物出土时碳 14的残余量约占原始含量的 75%，则可推断该文物属于（  ） 

参考数据：log20.75≈﹣0.4 

参考时间轴： 

 

 

A．宋 B．唐 C．汉 D．战国 

【分析】根据已知条件，结合对数函数的公式，即可求解． 

【解答】解：∵每经过 5730 年衰减为原来的一半， 

∴P 与死亡年数 t 之间的函数关系式为P = (
1

2
)

𝑡

5730
(t>0)， 

由题意可得，(
1

2
)

𝑡

5730
= 0.75，即

𝑡

5730
= −log20.75 ≈ 0.4，解得 t≈2292， 

由 2021﹣2292＝﹣271，可判断该文物属于战国． 

故选：D． 

【点评】本题主要考查函数的实际应用，掌握对数函数的公式是解本题的关键，属于基础题． 
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10. 若点 N 为点 M 在平面 上的正投影，则记 N f M( )  . 如 图，在棱长

为 1的正方体 ABCD A B C D1 1 1 1 中，记平面 AB C D1 1 为 ， 平面 ABCD

为 ，点 P 是棱 CC1 上一动点（与 C ， C1 不重合），

Q f f P[ ( )]1 ，Q f f P[ ( )]2 . 给出下列三个结论： 

①线段 PQ2 长度的取值范围是
2 2

[ , )
1 2

； 

②存在点 P使得 PQ1 ∥平面 ； 

③存在点 P使得 PQ PQ1 2 . 

其中，所有正确结论的序号是 

（A）①②③ （B）②③ （C）①③ （D）①② 

【解析】解：设点 P在 β 内投影为 P'，则 PP'＝ C1P，设 P'在 γ 内

投影为 Q1，则 CQ1＝ PP'＝ C1P， 

①当 P 为 CC1中点时，距 Q2最近，|PQ2|＝ ，当 P在 C1时，|PQ2|最

大，此时|PQ2|＝ ， 

因为 P 与 C 不重合，所以，|PQ2|的范围是[ ， ），故①正确； 

②由条件可知，P，Q1，Q2在平面 C1CD中，将其画出，假设 PQ1∥β

成立，则 PQ1∥C1D， 

设 CQ1＝x，则 PC＝x，所以 C1P＝2CQ＝2x，PC+PC1＝x+2x＝3x＝

1，则 x＝ ， 

所以 CQ1＝ ，CD＝ ，即存在点 P 使得 PQ1∥β，故②正确； 

③设 CQ1＝x，以 C 为原点建系得 Q1（﹣x，0），P（0，1﹣2x），Q2（﹣

）， 

假设 PQ1⊥PQ2．则 • ＝0，即（﹣x，2x﹣1）（﹣ ，2x﹣ ）

＝4x2﹣ x+ ＝0，此时Δ＜0，方程无解，故③不成立， 

故选：D． 

 

二、填空题 

11．已知 x， y 0，且满足 + =x y 2 ，则 + +xy x y 的最大值为__________ 

【解析】 

【详解】 

A1

B1

C1
D1

A B

C
D

P
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因为 x， y 0，且满足 + =x y 2 ， 

则 + + = + + =
+

xy x y xy
x y

2
2 ( ) 2 32

 

当且仅当 = =x y 1时取等号， 

所以 + +xy x y 的最大值为 3. 

故答案为：3  

12. 已知函数 =y f x)( 为奇函数， + =f x f x4 )()( ，若当𝑥 ∈ [0,2)时，𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥 + 𝑎)，则 f（2023）

=______． 

【解答】解：所以 f（x+4）＝f（x）， 

所以 f（x）是周期为 4 的周期函数， 

又函数 y＝f（x）为奇函数，当 x∈[0，2]时，𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥 + 𝑎)， 

所以 f（0）＝0，即𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑎)＝0，可得 a＝1， 

则 f（2023）＝f（-1）＝−𝑓(1) = −𝑙𝑜𝑔1

2

2＝1． 

故答案为：1． 

13．已知函数 = − +f x x x x
2

( ) 3 sin cos sin
12 ，若将其图象向右平移  ( 0) 个单位长度后所得的图象关于

原点对称，则的最小值为 


12
 ． 

【分析】化函数 f（x）为正弦型函数，根据图象平移和对称性，即可求得 φ 的最小值． 

【解答】解：函数 ＝ sin2x+ cos2x＝sin（2x+ ）， 

若将其图象向右平移φ（φ＞0）个单位长度后，得 f（x﹣φ）＝sin[2（x﹣φ）+ ]＝sin（2x﹣2φ+ ）， 

由 f（x﹣φ）的图象关于原点对称，所以﹣2φ+ ＝kπ，k∈Z， 

解得 φ＝﹣ kπ+ ，k∈Z； 

又 φ＞0，所以 φ 的最小值为 ． 

故答案为： ． 

【点评】本题考查了三角函数的图象与性质的应用问题，也考查了运算求解能力，是基础题． 
声明：试题解析著作权属菁优网所有，未经书面同意，不得复制发布日期：2023/8/20 18 :40:44；用户：王越男  

14．设函数
，，

，，

 − − + 
=

− 

x a a x a
f x

x x a

| 3 | 3
( )

12

，若函数 f x( ) 存在最小值，则 a的一个取值为   ； a的

最大值为   ． 

【答案】
 
  −
 

a
3

,4
4

即可， a的最大值为 4. 
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【解答】解：f（x）＝ ＝ ， 

①当 a＝0 时，f（x）＝ ， 

则 x≥0 时，f（x）∈[﹣1，+∞），x＜0 时，f（x）∈（3，+∞）， 

此时 f（x）存在最小值﹣1，故 a 的一个取值为 0； 

②当 a＞0 时，则 x≥a 时，f（x）在[a，+∞）上单调递增，f（x）∈[a2﹣1，+∞）， 

x＜a 时，f（x）在（﹣∞，a）上单调递减，f（x）∈（3+3a，+∞）， 

要使 f（x）存在最小值，3+3a≥a2﹣1，解得 0≤a≤4； 

③当 a＜0时，则 x≥a 时，f（x）在[a，0）单调递减，在（0，+∞）上单调递增，f（x）∈[﹣1，+∞）， 

x＜a 时，f（x）在（﹣∞，a）上单调递减，f（x）∈（3+3a，+∞）， 

要使 f（x）存在最小值，3+3a≥﹣1，解得﹣ ≤a＜0； 

综上所述，a 的取值范围为[﹣ ，4]； 

故答案为：0；4． 

 

15．已知数列 an{ }满足 =a 11 ， = − +a a a n Nn n n
3

( )
1

1

2 * ，给出下列四个结论中，正确的结论是           . 

①数列 an{ }是单调递减数列；                        ②数列 an{ }中存在不大于 0 的项； 

③存在  +N N0 ，当 n N0 时， an
100

1
；           ④ a

40

1
100

. 

【答案】①③ 

【分析】分析可知数列 an{ }是单调递减数列，根据题意先确定上限，得到
+n

an
2

3
，由此可推得

an100 3，再将原式变形确定下限，可得
+

+ + ++ +
+a n

n
n 3 3 2 3 1

( ) 1
1 1 1 1 1 1

1

，由此可推得 a
2

100
5

100
，

综合即可得到答案． 

【详解】解： − = − +a a an n n
3

0
1

1

2 ， 

 an{ }为递减数列，所以选项①正确； 

又 = −+a a an n n
3 3

1 2
1

2 ，且 an 0， 

 = − +

a
a

a

n

n

n

3 3
1 0

1 21 ， 

又 = a 1 01 ，则 an 0，选项②错误； 

 − =+ +a a a a an n n n n
3 3

1 1
1 1

2 ， 
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 −
+a an n 3

1 1 1

1

， 

 + − = +
a a

n n
n 3 3 3

( 1)
1 1 1 1 2

1

，则
+n

an
2

3
， 

取 =N 2980 ，当 n N0 时，  a an N
100

1
0

，所以选项③正确； 

因为
+n

an
2

3
   =a

102 102
100 100 3

3 306
100

；即 a
100

3
100  

又由 = −+a a an n n
3

1
1

2 得 = −+a a an n n
3

(1 )
1

1
，得

+
−

− +
− = = +

+

n

a a a nn n n

2
3

3 3 13
(1 )

1 1 1 1 1 1

1

， 

累加可得，
+

+ + ++ +
+a n

n
n 3 3 2 3 1

( ) 1
1 1 1 1 1 1

1

， 

 +  + ++  +   +  
a 3 2 3 100 3 2 8

34 ( ) 34 ( 6 93) 40
1 1 1 1 1 1 1 1

100

， 

综上，  a
40 100

1 3
100 ． 

故选：①③ 

三、解答题（13+14+14+14+15+15） 

16．在ABC 中， =A
5

cos
3
， =a 4 2 ．再从条件①、条件②这两个条件中选择一个作为已知．求： 

（Ⅰ） c 的值； 

（Ⅱ） Csin 和ABC 的面积． 

条件①： =


B
4
；条件②： =b 5． 

【解答】解：若选条件①： =


B
4
， 

（Ⅰ）由于 =A
5

cos
3
， =a 4 2 ， 

∵ A ∈ (0，π) ……………………………………1 

可得 = − =A cos A
5

sin 1
42 ，……………………………………2 

由正弦定理 =
A B

a b

sin sin  

可得 =
b

25

24

4 2
，……………………………………3 

解得 =b 5，……………………………………5 

由余弦定理 = + −a b c bc A2 cos2 2 2 ， 
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可得 = + −   c c
5

32 25 2 5
32 ，……………………………………6 

整理可得： − − =c c6 7 02 ， 

解得 =c 7，或 −1，（舍去）．……………………………………8 

（Ⅱ）由正弦定理 =
A C

a c

sin sin
，可得 =

C

5

sin4

4 2 7
，……………………………………9 

可得 =C
10

sin
7 2

，……………………………………11 

= =    =S ac BABC
2 2 2

sin 4 2 7 14
1 1 2

．……………………………………13 

若选条件②： =b 5， 

（Ⅰ）由于 =A
5

cos
3
， =a 4 2 ， 

由余弦定理 = + −a b c bc A2 cos2 2 2 ，可得 = + −   c c
5

32 25 2 5
32 ，……………………………………3 

整理可得： − − =c c6 7 02 ， 

解得 =c 7，或 −1（舍去）．……………………………………7 

（Ⅱ）由于∵ A ∈ (0，π) ……………………………………8 

可得 = − =A cos A
5

sin 1
42 ，……………………………………9， 

由正弦定理 =
A C

a c

sin sin
，可得 =

C

5

sin4

4 2 7
，……………………………………10 

可得 =C
10

sin
7 2

，……………………………………11 

可得 = = S ab CABC
2 2

sin 4
1 1

  =
10

2 5 14
7 2

．……………………………………13 

【点评】本题主要考查了同角三角函数基本关系式，正弦定理，余弦定理，三角形的面积公式在解三角形

中的综合应用，考查了计算能力和转化思想，属于基础题． 

 

17．如图所示，在四棱锥 −P ABCD 中， ⊥PD 底面 ABCD ，底面 ABCD 是矩形， M 是线段 PC 的中

点．已知 = =PD CD 2， =AD 1． 

（Ⅰ）求证： PA / / 平面 BDM ； 

（Ⅱ）求二面角 − −M BD C 的余弦值； 

（Ⅲ）直线 BD上是否存在点 N ，使得 MN 与 PA 垂直？若存在，求 MN 的

长；若不存在，请说明理由． 

 

【解答】（Ⅰ）证明：连接 AC 交 BD于 N ，连接MN ． 
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因为底面 ABCD 是矩形，所以 N 是线段 AC 的中点． 

又因为 M 是线段 PC 的中点，所以 PA MN/ / ． 

又因为 PA 平面 BDM ， MN 平面 BDM ， 

所以 PA / / 平面 BDM ．……………………………………4 

（Ⅱ）解：因为 ⊥PD 底面 ABCD ， AD 底面 ABCD ， CD 底面 ABCD ， 

所以 ⊥PD AD， ⊥PD CD ． 

因为底面 ABCD 是矩形，所以， ⊥AD CD． 

如图建立空间直角坐标系 −D xyz ， 

则 D(0 ，0， 0) ， A(1，0， 0) ，C(0 ，2， 0) ， P(0 ，0， 2) ， B(1，2， 0) ． 

因为 M 是线段 PC 的中点，故 M (0，1，1) ． 

所以 =DB (1,2,0)， =DM (0,1,1) ． 

设平面 BDM 的法向量为 =n x y z( , , ) ， 

则
  = + =

  = + =

n DM y z

n DB x y

0

2 0
． 

令 =y 1，则 = −x 2 ， = −z 1． 

于是 = − −n ( 2,1, 1) ． 

因为 ⊥PD 底面 ABCD ，所以 DP 为平面 BDC 的法向量． 

因为 =DP (0,0,2) ，所以


  = = = −
 −

DP n
DP n

DP n

2 6| || | 6
cos ,

2 6
． 

由题知二面角 − −M BD C 是锐角，所以其余弦值为
6

6
．…………………………10 

（Ⅲ）解：因为 N 为直线 BD上一点，所以 N ( ， 2 ， 0) ，其中  R ． 

所以 = − − MN ( ,2 1, 1) ． 

又因为 = −AP ( 1,0,2)，  = − −MN AP 2 ． 

所以MN 与 PA垂直等价于 = − 2 ． 

所以存在点 −N ( 2， −4， 0) ，使得MN 与 PA垂直， 

此时 = − 2 ， = − − −MN ( 2, 5, 1)，MN 的长为 30 ．…………………………14 

18．某汽车品牌为了了解客户对于其旗下的五种型号汽车的满意情况，随机抽取了一些客户进行回访，调

查结果如表： 

汽车型号 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ 

回访客户（人数） 250 100 200 700 350 

满意率 0.5 0.5 0.6 0.3 0.2 

满意率是指：某种型号汽车的回访客户中，满意人数与总人数的比值．假设客户是否满意互相独立，且每
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种型号汽车客户对于此型号汽车满意的概率与表格中该型号汽车的满意率相等． 

（Ⅰ）从所有的回访客户中随机抽取 1 人，求这个客户满意的概率； 

（Ⅱ）若以样本的频率估计概率，从Ⅰ型号和Ⅴ型号汽车的所有客户中各随机抽取 1 人，设其中满意的人

数为 ，求 的分布列和期望； 

（Ⅲ）用“ = 11 ”，“ = 12 ”，“ = 13 ”，“ = 14 ”，“ = 15 ”分别表示Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ，Ⅴ型号汽车让

客户满意，“ = 01 ”，“ = 02 ”，“ = 03 ”，“ = 04 ”，“ = 05 ”分别表示不满意．写出方差 D 1， D 2 ，

D 3 ， D 4 ， D 5 的大小关系． 

【解答】解：（Ⅰ）设“从所有的回访客户中随机抽 1 人，这个客户满意”为事件M ． 

由题意知，样本中的回访客户的总数是 + + + + =250 100 200 700 350 1600， 

满意的客户人数是  +  +  +  +  =250 0.5 100 0.5 200 0.6 700 0.3 350 0.2 575 ， 

故所求概率为 = =P M
1600 64

( )
575 23

．…………………………4 

（Ⅱ） = 0，1，2． 

设“从Ⅰ型号汽车所有客户中随机抽取的人满意”为事件 A， 

“从Ⅴ型号汽车所有客户中随机抽取的人满意”为事件 B ． 

根据题意， P （A）估计为 0.5， P （B）估计为 0.2， A与 B 相互独立． 

所以 = = = − − =  =P P AB P A P B( 0) ( ) (1 ( ))(1 ( )) 0.5 0.8 0.4 ；

= = + = − + − =  +  =P P AB P AB P A P B P A P B( 1) ( ) ( ) ( )(1 ( )) (1 ( )) ( ) 0.5 0.8 0.5 0.2 0.5 ； 

= = =P P AB P( 2) ( ) （A） P （B） =  =0.5 0.2 0.1． 

所以 的分布列为： 

  0 1 2 

P  0.4 0.5 0.1 

所以 的期望 =  +  +  =E( ) 0 0.4 1 0.5 2 0.1 0.7 ．…………………………10 

（Ⅲ）用“ = 11 ”，“ = 12 ”，“ = 13 ”，“ = 14 ”，“ = 15 ”分别表示 I ， II ， III ， IV ，V 型号汽车

让客户满意， 

“ = 01 ”，“ = 02 ”，“ = 03 ”，“ = 04 ”，“ = 05 ”分别表示 I ， II ， III ， IV ，V 型号汽车让客户

不满意． 

则 = − =D 0.5(1 0.5) 0.251 ， = − =D 0.5(1 0.5) 0.252 ， = − =D 0.6(1 0.6) 0.243 ， 

= − =D 0.3(1 0.3) 0.214 ， = − =D 0.2(1 0.2) 0.165 ． 

方差 D 1， D 2 ， D 3 ， D 4 ， D 5 的大小关系为： =       D D D D D1 2 3 4 5 ．………………14 

19．已知 : 的离心率为 ，短轴一个端点到右焦点的距离为 . 

(Ⅰ)求椭圆 C 的方程； 

C
x

a

y

b
a b+ =  

2

2

2

2
1( 0)

6

3
3
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(Ⅱ)设直线 l 与椭圆 C 交于 A、B 两点，坐标原点 O 到直线 l 的距离为 ，求△AOB 面积的最大值. 

解 ：（Ⅰ） 设 椭 圆 的 半 焦 距 为 ， 依 题 意 ， 所 求 椭 圆 方 程 为

． ……………………4 

（Ⅱ）设 ， ． 

①当 轴时， ，此时 . 

②当 与 轴不垂直时，设直线 的方程为 ． 

由已知 ，得 ．把 代入椭圆方程，整理得 

， ， ． 

 

. 

思路 1：从分子分析，分离常数,化为反比例函数结构. 

． 

当且仅当 ，即 时等号成立．当 时， ，即 . 

当 最大时， 面积取最大值 . 

由于 ，故：当 时， 面积取最大值 . 

 

思路 2：从分母分析，换元优化，化为基本初等函数结构. 

设 ，则 ， = 

，当 ，即 时， . 

思路 3：整体优化，使用均值定理. 

 ,即 时 ，

.………………………………14 

20．已知函数𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥

𝑎𝑥
(𝑎 > 0)． 

(1)求 f x( ) 的单调区间； 

3

2

c

，

，

 =

 =


a

a

c

3

3

6

 =b 1 

+ =y
x

3
12

2

，A x y( )1 1 ，B x y( )2 2

⊥AB x =AB 3 =   =S AOB
2 2 4

3
1 3 3

AB x AB = +y kx m

+
=

k

m

1 2

3

2
= +m k

4
( 1)

32 2 = +y kx m

+ + + − =k x kmx m(3 1) 6 3 3 02 2 2

+
 + =

−

k
x x

km

3 1

6
21 2

+
=

−

k
x x

m

3 1

3( 1)
21 2

2

 = + −AB k x x(1 )( )2 1

2 22

 + +
 = + −

− 

k k
k

k m m

(3 1) 3 1
(1 )

36 12( 1)
2 2 2

2
2 2 2

+ +
= =

+ + − + +

k k

k k m k k

(3 1) (3 1)

12( 1)(3 1 ) 3( 1)(9 1)
2 2 2 2

2 2 2 2 2

AB| |2 ≤

+ +
+ +  +

= + = +  + =

k
k

k k
k

k

9 6
9 6 1 2 3 61

3 3 ( 0) 3 4
12 12 12

2

2
4 2

2

=
k

k9
1

2

2
= k

3

3
=k 0 =AB 3 =AB 2

max

 AB △AOB =   =S AB
2 2 2

1 3 3
max


4 2

3 3
=k 0 △AOB

2

3

k t t+ = 23 1 ( 1) k
t

=
−2 1

3
=

+ −
AB

t t

t
| |

( 2)(3 2)2

2

+ −
t t

3
4 4

2 t
= − − +2(

2
1) 4 t = 2 = k

3

3
AB =max| | 2

AB
k k

k
=

+ +

+
| |

3( 1)(9 1)

(3 1)

2
2 2

2 2

k k

k
=

+ +

+

(3 3)(9 1)

(3 1)

2 2

2 2

k

k

k

k

+

+
+

+

+ =

2

2

2

2
2(

3 3

3 1

9 1

3 1

2
) 4 = k

3

3

AB =max| | 2
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(2)若  −
a

f x x( )
1
对  +x 0( ), 恒成立，求 a 的取值范围； 

(3)若 + = x x x x x xln ln 02 1 1 2 1 2 )( ，证明： + x x 21 2 ． 

【详解】（1） =
−

a x
f x

x1 1 ln
2

' )(  ，显然有 =f e 0' )(  ，当 x 0,e)(  时， f x 0' )(  ，单调递增， 

当  +x e, )(  时， f x 0' )(  ，单调递减；……………………4 

（2）由  −
ax a

x
xln 1

 得： − − ax x xln 02  ， 
+

x
a

x xln
2

 ， 

令 =
+

x
g x

x xln
2)(  ，则有 =

− − +

x
g x

x x2ln 1
3

' )(  ，令 = − − +k x x x2ln 1)(  ， 

显然 k x)(  是减函数， =k 1 0)(  ， 当 x 0,1)(  时， k x 0)(  ， g x)(  单调递增，  +x 1, )(  时，

k x 0)(  ， g x)(  单调递减； 

 = =g x g 1 1
max

)()(  ，a 的取值范围是 a 1  ；……………………5 

（3）当 =a 1  时， =
x

f x
xln

)(  ，由（1）的结论作函数图像如下： 

 

= =f x f
e

e
1

max
)()(  ， 

对于 + =x x x xln ln 01 2 2 1  ，得− =
x x

x xln ln

2 2

1 2
 ，不妨设 x x2 1  ，则有− =f x f x1 2 )()(  ， 

由图可知当  f x
e

0
1

)(  时，对应的自变量有 2 个值 x x,2 3  ，其中   x xe,1 e3 2  ， 

要证明 + x x 21 2  ，只需x 2  取 x x,2 3  中较小的数x 2  即可， 

 f x
e

0
1

2 )(  ，−  f x
e

0
1

1 )(  ， x 0,11 )(  ， − x2 1,21 )(  ， 

要证明 + x x 21 2  ，只需证明  −x x22 1  ，在 x 0,e)(  时， f x)(  单调递增， 

 只需证明  −f x f x22 1 )()(  ， = −f x f x2 1 )()(  ， 只需证明−  −f x f x21 1 )()(  ， 

即 + − f x f x2 01 1 )()(  ，构造函数
−

= + 
−

x x
p x x

x x

2
0,1

ln ln 2
)( )(

)(
)(  ， 

− −
= + =

− − + − − − − + −

x x xx
p x

x x x x x x x

2 2

1 ln 1 ln 2 ln 2 2 ln 4 1

22 2 2

'

2 2

)(

)()()(

)(

)(
)(  ， 
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  −  −  − −  − x x x x x x x0,1 , 2 1,2 , ln 2 0, 2 ln 0,4 1 02 2

)()()()()(  ， 

p x 0' )(  ， p x)(  是增函数，又 = p 1 0,)(  当 x 0,1)(  时， p x 0)(  ， 

即 + − f x f x2 01 1 )()( ，命题得证； 

综上，（1）当 x 0,e)(  时，单调递增，当  +x e, )(  时，单调递减；（2） a 1  .……………………6 

21．已知无穷数列 xn{ } ， yn{ } ， zn{ } 满足： = −+x y zn n n| | | |1 ， = −+y z xn n n| | | |1 ， = −+z x yn n n| | | |1 ， n N * ． 

记 =u max xn n{| |， yn| |， z max xn| |}( { ， y ， z}表示 3 个实数 x， y ， z 中的最大值）． 

（Ⅰ）若 =x 21 ， =y 31 ， =z 41 ，求 u1 ， u2 ， u3 ； 

（Ⅱ）若 =x 21 ， =y 31 ， =u u2 1 ，求 z1 ； 

（Ⅲ）设 x1 ， y1 ， z1 是有理数，数列 xn{ }， yn{ } ， zn{ } 中是否一定存在无穷个 0？请说明理由． 

【解答】（Ⅰ）因为 =x 21 ， =y 31 ， =z 41 ， 

依题意， = −x 12 ， =y 22 ， = −z 12 ， 

=x 13 ， =y 03 ， = −z 13 ． 

所以 =u 41 ， =u 22 ， =u 13 ；……………………4 

（Ⅱ）设 =a xn n| |， =b yn n| |， =c zn n| |， n N * ， an 0，bn 0， cn 0， 

依题意， =u max an n{ ， bn ， cn}， = −+a b cn n n| |1 ， = −+b c an n n| |1 ， = −+c a bn n n| |1 ， 

所以 +an 1， +bn 1 ， +c max an n{1 ， bn ， cn}， 

所以 +max an{ 1， +bn 1 ， +c max an n} {1 ， bn ， cn}， 

即 +u un n1 （当且仅当 an ， bn ， cn 中至少有一项为 0 时等号成立）， 

因为 =u u2 3 ，所以 a2 ， b2 ， c2 中至少有一项为 0， 

因为 =x 21 ， =y 31 ，所以 =a 21 ， =b 31 ， 

所以 = −a c| 3 |2 1 ， = −b c| 2 |2 1 ， = − =c | 2 3 | 12 ， 

所以 =c 21 或 3， 

所以 = −z 31 ， −2，2 或 3；…………………………10 

（Ⅲ）数列 xn{ }， yn{ }， zn{ } 中一定存在无穷个 0， 

设 x1 ， y1 ， z1 的最小公分母为 p ，将 xn ， yn ， zn 均改为原来的 p 倍， 

则 x1 ， y1 ， z1 均为整数，题目的其它条件仍然成立，且问题不变， 

于是对任意 n N * ， xn ， yn ， zn 均为整数， an ， bn ， cn ， un 均为自然数， 

反证法，假设数列 xn{ }， yn{ }， zn{ } 中没有 0，或者有有限个 0， 

则存在 m N ，对任意 k m ，均有 ak ， bk ， ck ，uk 1， 

设 = − +d u u n Nn n n ( )1

* ，则 = + + +++ + + + + +u u d d dm n m m m m n1 1 1 2 ， 

由（Ⅱ）， +u un n .1 ，故 = −+d u un n n 01 ， 
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假若对任意 k m ， d k 均不为 0，则 −dk 1， −+ + +u u nm n m1 1 ， 

令 = +n um 1 ，则 + +um n 01 ，与 + +um n 11 矛盾， 

所以存在 n m0 ，使得 =dn 0
0

，即 =+u un n10 0
， 

由（Ⅱ）， an0
， bn0

， cn0
中至少有一项为 0，与 a b cn n n, , 1

0 0 0
矛盾，…………………………15 

所以假设不成立，数列 xn{ }， yn{ }， zn{ } 中一定存在无穷个 0． 

【点评】本题考查了数列的综合应用，涉及到分类讨论思想以及反证法的应用，考查了学生的分析问题的

能力以及推理能力，属于难题． 

 


