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2024北京丰台高一（下）期末 

数    学 

    2024.07 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一．选择题共 10 小题，每小题 4分，共 40分。在每小题列出的四个选项中,选出符合题目要

求的一项。 

1．设复数 = +z 1 i ，则 =z| |  

（A）1            （B） 2           （C）2             （D）4 

2．已知点 ,A(1 2)， ,B(3 1) ， RC ,m m(4 )( ) ，若 ⊥AB BC ，则 m 的值为 

（A）-1            （B）
2

1
          （C）1             （D）3 

3．已知复数 z 满足 =z(1+i) 2 ，则在复平面内 z 的共轭复数 z 对应的点位于 

（A）第一象限     （B）第二象限       （C）第三象限      （D）第四象限 

4．一个盒子中装有大小和质地相同的 4 个球，其中有 2 个红球和 2 个白球，若从中任取 2 个球，则“恰有

1 个红球”的概率是 

（A）
6

1
          （B）

3

1
         （C）

2

1
         （D）

3

2
 

5．已知数据 x1， x2 ， x3 ，   ， xn 的平均数为 x ，方差为 s2 ，数据 −x3 11 ， −x3 12 ， −x3 13 ，   ，

−xn3 1的平均数为 x1
，方差为 s1

2
，则下列结论中正确的是 

（A） =x x31
， =s s91

2 2
 （B） =x x31

， = −s s9 12

1

2
  

（C） = −x x3 11 ， =s s91

2 2
 （D） = −x x3 11 ， = −s s9 12

1

2
 

6. 在正方体 ABCD－A1B1C1D1中，直线 A1C1与直线 B1C 所成角的大小为 

（A）30°        （B）45°        （C）60°       （D）120° 

7. 在△ ABC 中，点 D 是边 AB的中点．记 a=CA ， b=CD ，则 =CB  

（A） a b− − 2  （B） a b− + 2  （C） a b− 2  （D） a b+ 2   

 

6”，事件 C=“至少有一个点数为 3”，事件 D=“点数都不为 3”，

8. 同时抛掷两枚质地均匀的骰子，观察向上的点数，记事件 A=“点数之和为 5”，事件 B=“点数之积为

则 

（A） A C 为不可能事件 （B） A与 B相互独立 

（C）B 与 D 互斥 （D）C 与 D 互为对立 

9. 已知直线 a，b 与平面 ，，，下列说法正确的是 

（A）若 a∥，a⊥，则 ⊥            （B）若 a∥，a∥，则 ∥ 

（C）若 ⊥，⊥，则 ∥            （D）若   =a，b⊥a，b，则 ⊥ 



 

第2页/共11页 
 

10．八卦是中国传统文化中的一部分，八个方位分别象征天、地、风、雷、水、火、山、泽八种自然现象. 

八卦模型如图 1 所示，其平面图形为正八边形，如图 2 所示，点 O 为该正八边形的中心，设

=OA| | 1，点 P 是正八边形 ABCDEFGH 边上任一点，下列结论中正确的个数是 

     

               图 1                                   图 2 

① OA 与 BO 的夹角为
4

π
； 

② − =OA OC DH
2

| | | |
2

； 

③OA 在OD 上的投影向量为 e−
2

2
（其中 e 为与OD 同向的单位向量）； 

④ + + + ++ + +PA PB PC PD PE PF PG PH
2 2 2 2 2 2 2 2

的取值范围是 ,+[12 2 2 16]． 

（A）1         （B）2           （C）3       （D）4 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二．填空题共 5小题，每小题 5分，共 25分。 

11. 设 A，B 是一个随机试验中的两个互斥事件， =P A( ) 0.3， =P B( ) 0.2 ，则 =P A B( )           . 

12.已知复数 z 和 +z( 1)2 都是纯虚数，则 =z          ． 

13. 在△ABC 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c.已知 =a C c A3 cos sin ,那么C =________，若 =a 2 ，

=c 7 ，则 =b ______. 

14. 陀螺是中国民间的娱乐工具之一，早期陀螺的形状由同底的一个圆柱和一个圆锥组合而成（如图）．已

知一木制陀螺模型内接于一表面积为 16 cm2 的球，其中圆柱的两个底面为球的两个截面，圆锥的顶

点在该球的球面上，若圆柱的高为 2cm，则该圆柱的体积为_______，该陀螺的表面积为______. 

 

15. 已知正方体 ABCD－A1B1C1D1中，点 E，F，G 分别为棱 AB，AA1，C1D1的中点，给出下列四个结论： 
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①直线 FG 与平面 ACD1相交； 

②直线 B1D⊥平面 EFG； 

③若 AB=1，则点 D 到平面 ACD1的距离为
3

3
；  

④该正方体的棱所在直线与平面 EFG 所成的角都相等. 

其中所有正确结论的序号是____________． 

三．解答题共 6小题，共 85分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

16.（本小题 13 分） 

设平面向量 a ,= (1 0)， b =| | 2 ，且 a b+ =| | 3 . 

（Ⅰ）求a b 的值； 

（Ⅱ）判断 a 与 b 是否平行，并说明理由； 

（Ⅲ）若 a b a b+  + =( ) ( ) 12 ，求实数 的值. 

 

17.（本小题 14 分） 

某校为普及航天知识，在高一年级开展了航天知识竞赛. 将成绩（单位：分）分成 6 组，绘制成频率

分布直方图，如图所示： 

 

（Ⅰ）估计该校高一年级航天知识竞赛成绩的第 80 百分位数； 

（Ⅱ）为了进一步了解学生对航天知识的掌握情况，在成绩位于 ,50 70) 和 ,70 90) 的两组中，用比例分配

的分层随机抽样方法抽取 5 名学生. 

（i）求这 5 名学生中位于 ,70 90) 内的人数； 

（ii）若从这 5 名学生中随机抽取 2 名学生进行访谈，求这 2 名学生中至少有 1 人成绩在 ,50 70) 内的概率. 
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18. （本小题 13 分） 

如图，在三棱锥 P-ABC 中，E，F 分别是线段 AB，BC 的中点. 

（Ⅰ）求证：EF∥平面 PAC； 

（Ⅱ）过直线 EF 作平面 ，若平面  与直线 PC 交于点 G，直线 PB∥平面 . 

求证：G 是线段 PC 的中点. 

 

 

19. （本小题 15 分） 

在△ABC 中，三个内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ．已知 + + =b c bc a2 2 2
. 

（Ⅰ）求角 A； 

（Ⅱ）将射线 AB 绕点 A 旋转 90 交线段 BC 于点 E，已知 =AE 1. 

   （i）若 =b 3 ，求 c； 

   （ii）求△ABC 面积的最小值. 

 

 

 

20. （本小题 15 分） 

如图，在三棱柱 ABC-A1B1C1中，ABC=90º，AA1=AB=1，平面 ABB1A1⊥平面 ABC. 

 

（Ⅰ）求证：AB1⊥A1C； 

（Ⅱ）从条件①、条件②这两个条件中选择一个作为已知， 

当直线 A1C 与平面 ABC 所成角为 30º 时， 

（ⅰ）求证：平面 ABC⊥平面 ACC1A1； 

（ⅱ）求二面角 B-A1C-A 的正弦值. 

条件①：AC1=A1C； 

条件②：A1B= 2 . 

          注：如果选择条件①和条件②分别解答，按第一个解答计分. 
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21.（本小题共 15 分） 

设 n 为正整数，集合 , , , , , , , , , ,= =  − = A t t t t k nn k( ) { 1 0 1} 1 21 2  ．对于集合 A 中的任意元素

, , ,= x x xn( )1 2 和 , , ,= y y yn( )1 2 ，记 , = + + + M x y x y x yn n( ) | | | | | |1 1 2 2 ． 

（Ⅰ）当 =n 3时，若 , ,= − (1 1 0)， ,,= (0 11) ，求 , M ( )和 , M ( ) 的值； 

（Ⅱ）当 =n 4 时，设 B 是 A的子集，且满足：对于 B 中的任意元素 ,  ，当 ,  相同时， , M ( ) 是奇

数；当 ,  不同时， , M ( ) 是偶数．求集合 B中元素个数的最大值； 

（Ⅲ）给定不小于 2 的 n，从集合 A中任取 +n 2个两两互不相同的元素 , , , ,+ +   n n1 2 1 2 . 

证明：存在 ,    +i j i j n(1 2)，使得 ,  M i j( ) 1． 
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参考答案 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分． 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 B D A D C C B D A C 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分． 

11．0.5                 12． i                 13．
3

π
；3 

14．  cmπ6 3 ； +  cmπ(3 6 3) 2
                    15． ②③④ 

三、解答题共 6 小题，共 85 分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16.（本小题 13 分） 

解：（Ⅰ）因为 a ,= (1 0)，所以 a =| | 1, 

因为 a b+ =| | 3， b =| | 2 ，所以 a b( )+ = 92 , 

        所以 a a b b+  + =2 92 2 ，所以 a a b b+  + =2 9
2 2

, 

        所以 a b+  + =1 2 4 9，所以 a b = 2 .                …………………………4 分 

（Ⅱ）平行，理由如下： 

解法 1：设a 与 b 的夹角为 ，
a b

a b

 
= = =




| | | | 1 2
cos 1

2
， 

因为 , ]π[0 ，所以 = 0 ，a 与 b 平行.             …………………………9 分 

解法 2：因为 a b a b+  +| | | | | |，当且仅当a 与 b 共线时等号成立， 

又因为 a b+ =| | 3， a b+ =| | | | 3 ，所以a 与 b 共线，即a 与 b 平行. 

（Ⅲ）由（Ⅱ）及已知条件得： b a= 2 ， 

      因为 a b a b+  +( ) ( )=12， 

所以 a a a a a+  + = + = + =  ( 2 ) ( 2 ) 3( 2) 3( 2) 122 ， 

      所以 = 2 . 

解法 2：因为 a b a b+  +( ) ( )=12， 

      所以 a a b a b b+  +  + =  122 2 ， 

      因为 a =| | 1， b =| | 2 ， a b = 2， 

      所以 + + + = 2 2 4 12，所以 = 2 .              …………………………13 分 

17.（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）由   +  +  +  +  =a0.005 20 2 0.0075 20 0.02 20 20 0.0025 20 1， 

可得 =a 0.01 . 

由频率分布直方图可知，110 分以下的所占比例为 + =0.35 0.4 0.75， 

因此，80%分位数一定位于 ,110 130) 内. 
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由 +  =
0.2

110 20 115
0.05

， 

估计该校高一年级航天知识竞赛成绩的 80%分位数约为 115 分. ………………5 分 

（Ⅱ）（i）由题意 ,50 70) 与 ,70 90) 的频率之比为 2:3， 

用按比例分配的分层随机抽样的方法抽取 5 名学生， 

则需在 ,70 90) 分数段内抽取 3 人.                …………………………8 分 

（ii）在 ,50 70) 分数段内抽取 2 人，分别记为 A1， A2， 

在 ,70 90) 分数段内抽取 3 人，分别记为B1，B2， B3 . 

从这 5 名学生中任取 2 人的样本空间 , , , , , , , , , = A A A B A B A B A B A B A B B B B B B B1 2 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 1 2 1 3 2 3 ， 

设“从这 5 名学生中任取 2 人，至少有 1 人成绩在 ,50 70) 内”为事件 A， 

而事件 A包含 7 个可能结果，即 , , , , , ,A A A B A B A B A B A B A B{ }1 2 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 ， 

所以 =P A
10

7
)( ， 

故抽取的这 2 名学生至少有 1 人成绩在 ,50 70) 内的概率为
10

7
.……………14 分 

18.（本小题 13 分） 

证明：（Ⅰ）因为 E，F 分别是 AB，BC 的中点， 

所以 EF∥AC. 

因为 EF平面 PAC，AC平面 PAC， 

所以 EF∥平面 PAC.                           …………………………6 分 

（Ⅱ）依题意知，平面 ∩平面 PBC=FG, 

因为直线 PB∥平面 ，PB⊂平面 PBC，  

所以 PB∥FG，因为 F 是线段 BC 中点，所以 G 是线段 PC 中点. …………13 分 

19.（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）因为 + + =b c bc a2 2 2 ， 

         由余弦定理得： = = −
+ −

bc
A

b c a

2 2
cos

12 2 2

， 

因为 A 为三角形内角，所以 =


A
3

2
.              …………………………5 分 

（Ⅱ）（i）由 =BAC
3

π2
和 ⊥AB AE，可知 = − =CAE

3 2 6

πππ2
， 

因为 =b 3 ，在△AEC 中，由余弦定理得： 

           = + −   CE AE b AE b CAE2 cos2 2 2  
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= + −    =
2

1 3 2 1 3 1
3

， 

 

            所以 =CE AE ，所以 = =CAE C
6

π
， 

            因为 =A
3

π2
，   所以 =B

6

π
， 所以 = =c b 3 .  …………………10 分 

（ii）解法 1：由 =BAC
3

π2
和 ⊥AB AE ，可知 = − =CAE

3 2 6

πππ2
， 

因为 = +S S SABC AEB AEC ， 

所以 =   +    bc BAC c AE BAE b AE CAE
2 2 2

sin sin sin
1 1 1

， 

又因为 =AE 1，所以 = +bc c b
3 2 6

sin sin sin
πππ2
，即 = +bc c b

2 2

3 1
， 

又 = +   =bc c b c b bc
2 2 2

2 2
3 1 1

， 

当且仅当 =c b
2

1
，即 ,= =b c

3 3

4 3 2 3
时，等号成立， 

所以 bc
3

8
， 

所以 =    =S bc BACABC
2 2 3 2 3

sin
1 1 8 3 2 3

， 

所以 ABC 的面积的最小值为
3

2 3
.           …………………………15 分 

解法 2：由 =BAC
3

π2
和 ⊥AB AE，可知 = − =CAE

3 2 6

πππ2
， 

   因为 =AE 1, = +


AEC B
2

，所以  =AEC Bsin cos  

       因为 =BAC
3

π2
，所以 = − = −


C B B B

3 2 2
sin sin( ) cos sin

3 1
, 

       在△AEC 中，由正弦定理得：


=
AEC C

b AE

sin sin
, 

          所以

− −

= = =
  

B B B
C

b
AE AEC B

2 2 2 2
cos sin tan

3 1 3 1sin

sin 1 cos 1
, 

          在△AEB 中， =
B

c
tan

1
, 
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          所以 =S bc AABC
2

sin
1

 

                   
 −

= 
B Btan ( 3 tan )2

1 3
 

           因为 ,B
3

(0 )
π

，所以 ,Btan (0 3) , 

           所以当 =B
2

tan
3
时， ABC 的面积的最小值为

3

2 3
. 

20.（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）因为 ABC=90º，所以 ⊥AB BC ， 

因为平面 ABB1A1⊥平面 ABC，平面 ABB1A1∩平面 ABC=AB，BC⊂平面 ABC， 

所以 BC⊥平面 ABB1A1， 

因为 AB1⊂平面 ABB1A1， 

所以 BC⊥AB1， 

因为三棱柱 ABC-A1B1C1，所以四边形 ABB1A1是平行四边形， 

因为 AA1=AB，所以 ABB1A1是菱形， 

所以 AB1⊥A1B， 

因为 A1B∩BC=B，A1B，BC⊂平面 A1BC， 

所以 AB1⊥平面 A1BC， 

因为 A1C⊂平面 A1BC 所以 AB1⊥A1C.                 …………………………6 分 

（Ⅱ）选条件①： 

（ⅰ）因为 AC1=A1C，所以平行四边形 ACC1A1为矩形，所以 AA1⊥AC， 

由（Ⅰ）知，AA1⊥BC， 

因为 AC∩BC=C，BC，AC⊂平面 ABC， 

所以 AA1⊥平面 ABC， 

因为 AA1⊂平面 ACC1A1，所以平面 ACC1A1⊥平面 ABC.  ………………………11 分 

（ⅱ）因为 AA1⊥平面 ABC， A1C∩平面 ABC=C， 

 

所以直线 A1C 与平面 ABC 所成的角为 A1CA，所以 A1CA=30º， 

因为 AA1=AB=1，所以 A1C=2，AC= 3 ，BC= 2 ，A1B= 2  

作 BD⊥AC 于 D， 

因为平面 ACC1A1⊥平面 ABC， 
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平面 ACC1A1∩平面 ABC=AC，BD⊂平面 ABC， 

所以 BD⊥平面 ACC1A1，所以 BD⊥A1C. 

作 DE⊥A1C 于 E，连接 BE， 

因为 BD∩DE=D，BD，DE⊂平面 BDE， 

所以 A1C⊥平面 BDE， 

因为 BE⊂平面 BDE，所以 A1C⊥BE， 

所以BED 是二面角 B-A1C-A 的平面角. 

因为  = AC BD AB BC ，所以 =BD
3

6
， 

因为  = A C BE A B BC1 1 ，所以 =BE 1，所以  = =
BE

BED
BD

3
sin

6
， 

所以二面角 B-A1C-A 的正弦值为
3

6
.               …………………………15 分 

条件②：A1B= AB2 ，因为 AA1=AB，所以 AA1
2+AB2=A1B2，所以 AA1⊥AB， 

由（Ⅰ）知，AA1⊥BC， 

因为 AB∩BC=B，BC，AB⊂平面 ABC， 

所以 AA1⊥平面 ABC， 

以下同条件①. 

21.（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）因为 , ,= − (1 1 0) ， ,,= (0 1 1)  

所以 , =  + −  − +  = M ( ) 1 1 1 1 0 0 2)()( ， 

, =  + −  +  = M ( ) 1 0 1 1 0 1 1)( .          …………………………4 分 

（Ⅱ）设 , , ,，, , ,= = x x x x y y y y1 2 3 4 1 2 3 4 ， 

令 , , ,，, , ,= = x x x x y y y y1 2 3 4 1 2 3 4

' ' ' ' ' ' ' ' ' '  其中 ,= =x x y yi i i i| | | |' '
( , , ,=i 1 2 3 4 ) 

则 , ,= = + + +   M M x x x x( ) ( ) 1 2 3 4
' ' ' ' ' ' ， , ,= = + + +   M M x y x y x y x y( ) ( ) 1 1 2 2 3 3 4 4

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ， 

, , , , , −x x x x 1 0 11 2 3 4  ，则 , , , ,x x x x 0 11 2 3 4

' ' ' '  ， 

当   ，且 =x yi i| | | |( , , ,=i 1 2 3 4 )时， , , ,= =     M M M( ) ( ) ( )' '  

由题意知， , M ( )是奇数， , M ( ) ( ,  不同)是偶数，等价于 , M ( )' ' 是奇数， , M ( )' '
( , ' '

不同)

是偶数. 

若 , M ( )' ' 是奇数时，则 , , ,x x x x1 2 3 4

' ' ' '
中等于 1 的个数为 1 或 3， 

所以 ，, , , , ,, , , , ,, , , , ,B 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1' )()( )()( ,,, , ,, , , , ,, , ,,,1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 )()()()( , 

且 B B'
. 

将上述集合中的元素分成如下四组： 
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       , , , , ,,,；, ,, , , ,,；,, , , ,, ,；, , , , ,,,1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1)()()()()()()()(   

        经检验，每组中两个元素 , ' ' ，均有 , = M ( ) 1' ' ， 

所以每组中两个元素不可能同时是集合 B ' 中的元素. 

所以集合 B ' 中元素的个数不超过 4 个. 

当    且  B' '
时， = =   M M( , ) ( , ) 1' ' 或3，所以  B  

又集合 , ,, , , , ,，,, ,，, , ,1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1)()()()( 满足条件. 

所以集合 B中元素个数最大值为 4 个.              …………………………10 分 

（Ⅲ）设 , , , , , , ,=  =S x x x x x x A xn n{( ) ( ) | | 1}1 1 2 1 2 1 ， 

, , , , , , , ,=  = = = = =−S x x x x x x A x x x xk n n k k{( ) ( ) | | 1 0}1 2 1 2 1 2 1 , ,=k n( 2 ) ， 

, , ,= = = = =+S x x x x x xn n n{( ) 0}1 1 2 1 2 ， 

        则 = +A S S Sn1 2 1且 =S Si j
   +i j n(1 2) ， 

        从集合 A中任取 +n 2个两两互不相同的元素， 

        若存在两个不同元素 , 同时属于一个 , , ,=S k nk ( 1 2 )，则 , ≥ M ( ) 1， 

记 ,= =   i j
， 

所以，存在 ,    +i j i j n(1 2) ，使得 ,  M i j( ) 1  ； 

        若任意两个不同元素 ,  都不同时属于一个 , , ,=S k nk ( 1 2 )， 

则至多取 +n 1个两两互不相同的元素，与已知取 +n 2个两两互不相同的元素矛盾. 

        综上，存在 ,    +i j i j n(1 2) ，使得 ,  M i j( ) 1． …………………………15 分 

 


