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海淀区 2023—2024 学年第二学期期末练习 

高三数学参考答案 

一、选择题（共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

（1）C （2）D （3）B （4）C         （5）A 

（6）C （7）B （8）A （9）D         （10）B 

二、填空题（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

（ 11 ）1           （12）
5

2
    

2 2( 5) 1x y   （或 2 2( 5) 1x y   ） 

（13） π    2                  （14） 7   

（15）①②④   

三、解答题（共 6 小题，共 85 分） 

（16）（共 13 分） 

解：选择条件②： ( )y f x 的图象可由 2cos2y x 的图象平移得到． 

（Ⅰ）因为 2( ) 2cos 3sin
2

x
f x x


  ， 

所以
π

( ) cos 3sin 1 2cos( ) 1
3

f x x x x        . 

因为 ( )y f x 的图象可由 2cos2y x 的图象平移得到， 

所以 ( )y f x 的最小正周期为 π . 

因为 0  ， 

所以 2  . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知
π

( ) 2cos(2 ) 1
3

f x x   ． 

因为 (0, )x m ， 

所以
π π π

2 ( , 2 )
3 3 3

x m    . 

因为不等式 ( ) 2f x  在区间 (0, )m 内有解，即
π 1

cos(2 )
3 2

x   在区间 (0, )m 内有

解， 

所以
π π

2
3 3

m   ，即
π

3
m  . 
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所以m 的取值范围是
π

( , )
3
 ． 

选择条件③： ( )f x 在区间
π π

( , )
3 6

 内无极值点，且
π π

( ) 2 ( ) 2
6 3

f f    . 

（Ⅰ）因为 2( ) 2cos 3sin
2

x
f x x


  ， 

所以
π

( ) cos 3sin 1 2sin( ) 1
6

f x x x x        ． 

因为
π π

( ) 2 ( ) 2
6 3

f f    ， 

所以
π π

( ) ( ) 4
6 3

f f   ． 

所以 ( )f x 分别在
π

6
x  ，

π

3
x   时取得最大值、最小值. 

所以 ( )f x 的最小正周期
π π

2 [ ( )] π
6 3

T      . 

因为 ( )f x 在区间
π π

( , )
3 6

 内无极值点， 

所以 ( )f x 的最小正周期
π π

2 [ ( )] π
6 3

T      . 

所以 πT  . 

因为 0  ， 

所以
2π

2
T

   ． 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知
π

( ) 2sin(2 ) 1
6

f x x   ． 

因为 (0, )x m ， 

所以
π π π

2 + ( , 2 + )
6 6 6

x m . 

因为不等式 ( ) 2f x  在区间 (0, )m 内有解，即
π 1

sin(2 )
6 2

x   在区间 (0, )m 内有

解， 

所以
π 5π

2 +
6 6

m  ，即
π

3
m  . 

所以m 的取值范围是
π

( , )
3
 ． 
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（17）（共 14 分） 

解：（Ⅰ）连接 BM ，MN ， BN . 

因为 AB PB ， M 为 AP 的中

点， 

所以 BM AP . 

因为MN AP ， 

所以 AP 平面 BMN . 

因为 AP平面 PAC ，  

所以平面 BMN 平面 PAC . 

     

    

（Ⅱ）因为 PO 平面 ABC ，OB 平面 ABC ，OC 平面 ABC ， 

所以 PO OB ， PO OC ， PBO 为直线PB与平面 ABC 所成的角. 

因为直线 PB与平面 ABC 所成角为
π

6
， 

所以
π

6
PBO  . 

因为 2PB  ，所以 1PO  ， 3OB  . 

因为 2 2PA  ， 

所以 1OA  . 

因为 2AB  ， 

所以 2 2 2AB OB OA  . 

所以OB OA . 

如图建立空间直角坐标系O xyz .   

则 

(0,1,0)A ， ( 3,0,0)B ，

(0,3,0)C ， (0,0,1)P ，

1 1
(0, , )

2 2
M . 

所 以 (0,3, 1)PC   ，

( 3,3,0)BC   ，

N

P

A

B

C

M

O

z

y

x

M

C

B

A

P
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5 1
(0, , )

2 2
MC   .  

设平面 PBC 的法向量为 ( , , )x y zn ，则 

0,

0,

PC

BC

  


 

n

n
即

       3 0,

3 3 0.

y z

x y

 

  

  

令 1y  ，则 3x  ， 3z  .于是 ( 3,1,3)n .    

设CM 与平面 PBC 所成角为 ，则 

| | 1 2
sin |cos , |

13| | | 25 1
13

4 4

MC
MC

MC



     


 

n
n

n |
. 

所以直线CM 与平面 PBC 所成角的正弦值为
2

13
. 

 

（18）（共 13 分） 

解：（Ⅰ）根据题中数据，共有 20 60 80  张照片被识别为女性，其中确为女性的照片有

60张，所以该照片确为女性的概率为
60 3

80 4
 ． 

（Ⅱ）设事件 A：输入男性照片且识别正确． 

根据题中数据， ( )P A 可估计为
90 3

120 4
 ． 

由题意知 X 的所有可能取值为1， 2， 3． 

3
( 1)

4
P X   ，

1 3 3
( 2)

4 4 16
P X     ，

1 1 1
( 3)

4 4 16
P X     . 

所以 X 的分布列为 

X  1 2  3 

P  
3

4
 

3

16
 

1

16
 

所以
3 3 1 21

( ) 1 2 3
4 16 16 16

E X        . 

（Ⅲ） 2 3 1p p p  . 
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（19）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）由题意可设椭圆 E 的方程为
2 2

2 2
1

x y

a b
  （ 0a b  ）， 2 2 2c a b  .  

因为以 E 的一个顶点和两个焦点为顶点的三角形是等边三角形，且其周长为

6 2 ， 

所以 2 2 6 2a c  ，
1

2

c

a
 ． 

所以 2 2a  ， 2c  . 

所以 2 6b  ． 

所以椭圆 E 的方程为
2 2

1
8 6

x y
  . 

（Ⅱ）设直线 l 的方程为 2x ty  （ 0t  ），令 16x  ，得
14

y
t

 ，即
14

(16, )P
t

． 

由
2 23 4 24,

2

x y

x ty

  


 
得 2 2(3 4) 12 12 0t y ty    ． 

设 1 1( , )A x y ，
2 2( , )C x y ，则

1 2 2

12

3 4

t
y y

t
  


，

1 2 2

12

3 4
y y

t
 


． 

设 AC 的中点为 3 3( , )N x y ，则
1 2

3 2

6

2 3 4

y y t
y

t


  


． 

所以
3 3 2

8
2

3 4
x ty

t
  


. 

因为四边形 ABCD为菱形, 

所以 N 为 BD的中点， AC BD . 

所以直线 BD的斜率为 t . 

所以直线 BD的方程为
2 2

6 8
( )

3 4 3 4

t
y t x

t t
   

 
.   

令 0x  得
2 2 2

8 6 2

3 4 3 4 3 4

t t t
y

t t t
  

  
. 

所以
2

2
(0, )

3 4

t
B

t 
. 
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设点 D 的坐标为
4 4( , )x y ，则 4 3 2

16
2

3 4
x x

t
 


， 4 3 2 2

2 14
2

3 4 3 4

t t
y y

t t
   

 
，

即
2 2

16 14
( , )
3 4 3 4

t
D

t t


 
. 

所以直线PD的方程为
2

2

14 14

14 3 4 ( 16)
16

16
3 4

t

t ty x
t

t


  




，即
7

( 4)
6

y x
t

  . 

所以直线PD过定点 (4 0)， . 

 

（20）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）当 1a  时， ( ) ln( 1) 2 3f x x x    . 

（ⅰ）
1 1

( )
1 3

f x
x x

  
 

． 

所以 (2) 2f  ， (2) 0f   ． 

所以曲线 ( )y f x 在点 (2, (2))f 处的切线方程为 2y  ． 

（ⅱ）由（ⅰ）知 ( ) ln( 1) 2 3f x x x    ， (1, 3]x ，
1 1

( )
1 3

f x
x x

  
 

，

且 (2) 0f   ． 

当 (1, 2)x 时，因为
1 1

1
1 3x x
 

 
，所以 ( ) 0f x  ； 

当 (2, 3)x 时，因为
1 1

1
1 3x x
 

 
，所以 ( ) 0f x  . 

所以 ( )f x 在区间 (1, 2)上单调递增，在区间 (2,3) 上单调递减. 

因为 (2) 2f  ， (3) ln2 0f   ， 3 3(1 e ) 3 2 2 e 3 2 2 0f           .

所以函数 ( )f x 恰有一个零点. 

（Ⅱ）由 ( ) ln( ) 2 3f x x a a x    得
3 ( )

( )
( ) 3

a x x a
f x

x a a x

  
 

 
． 

设 ( ) 3 ( )g x a x x a    ， ( , 3 )x a a ，则
1

'( ) 1 0
2 3

g x
a x

   


. 

所以 ( )g x 是 ( , 3 )a a 上的减函数. 

因为 ( ) 2 0g a a  ， (3 ) 2 0g a a   ，  

所以存在唯一 0 ( ,3 )x a a ，
0 0 0( ) 3 ( ) 0g x a x x a     ． 
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所以 ( )f x 与 ( )f x 的情况如下： 

x  
0( , )a x  

0x  
0( , 3 )x a  

( )f x    0    

( )f x  ↗ 极大 ↘ 

所以 ( )f x 在区间 ( , 3 )a a 上的最大值是 

0 0 0 0 0( ) ln( ) 2 3 ln( ) 2( )f x x a a x x a x a        ． 

当 1a  时，因为 (2 ) 0g a a a   ，所以
0 2x a . 

所以
0( ) ln(2 ) 2(2 ) ln 2f x a a a a a a      ． 

所以
0( ) ( ) ln 2f x f x a a   ，符合题意. 

当 0 1a  时，因为 (2 ) 0g a a a   ，所以
0 2x a . 

所以
0( ) ln(2 ) 2(2 ) ln 2f x a a a a a a      ，不合题意． 

综上所述， a 的取值范围是[1, ) ． 

 

（21）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）m 的值为 27或32 ．  

（Ⅱ）（ⅰ）假设存在 {1, 2, , }i n ，使得 i ia d .  

记 i ix a d  ，由 *ia N ， *id N 得 *xN . 

因为 i i ix a d a   ，所以 ix A . 

因为 1 2, , , nA A A 具有性质 P ， 

所以存在 {1, 2, , }j n ，且 j i ，使得 jx A . 

不妨设 0( 1)j jx a k d   ， 0 *k N . 

记 i jy x d d  ，则 0( 1)j i jy a d k d    ，由 0 *id k N ，所以 jy A . 
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因为 ( 1)i i i j i j iy a d d d a d d      ， *jd N ， 

所以 iy A . 

所以 i jA A ，与 i jA A = 矛盾. 

所以 i ia d （ 1, 2, ,i n ）. 

（ⅱ）记 1 2 nM d d d ， {1, 2, , }A M . 

因为 { | ( 1) , 1, 2, }i i iA x x a k d k     ，且1 i ia d  ， 

所以 iA A中恰有
i

M

d
个元素， 1, 2, ,i n . 

令 i iB A A ， 1, 2, ,i n ， 则 1 2 nB B B A ， i jB B =

（1 i j n   ）. 

由 A中元素的个数可得
1

n

i i

M
M

d

 ，即
1

1
1

n

i id

 . 

由 A中所有元素之和可得
1

( 1)
( +1)

( )
2 2

n
i i

i i

i i

M M

d dM M M
a d

d



  ， 

即
2

1 1

( +1) 1
( )

2 2

n n
i

i ii i

aM M M
M M

d d 

    . 

所以
1 1 1

+1 1

2 2 2 2 2

n n n
i i

i i ii i i

a aM M n M n

d d d  

        . 

所以
1

1

2

n
i

i i

a n

d


 . 


